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Íàñòîÿùèé ñáîðíèê çàäà÷ ñîîòâåòñòâóåò êóðñó àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè
äëÿ ñòóäåíòîâ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà óíèâåðñèòåòà. Áîëüøèíñòâî
çàäà÷ ïîñîáèÿ ñòàíäàðòíû. Äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ èç íèõ íóæíî ïðîñòî
ïîñòàâèòü ïàðàìåòðû â ôîðìóëû. Ñáîðíèê ñîäåðæèò 18 ïàðàãðàôîâ. Â
íà÷àëå êàæäîãî ïàðàãðàôà äàåòñÿ î÷åíü ñæàòûé îáçîð òåîðèè. Ïîñëå
êðàòêîãî îáçîðà òåîðèè ñëåäóþò çàäà÷è ïî òåìå äàííîãî çàíÿòèÿ. Äóìàþ,
÷òî íàñòîÿùåå ïîñîáèå ïîìîæåò ñòóäåíòàì îñâîèòü àíàëèòè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ.
Ïðè ñîñòàâëåíèè ïîñîáèÿ áûëè èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ïðåêðàñíûå
ñáîðíèêè çàäà÷: Î.Í.Öóáåðáèëëåð "Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ ïî àíàëèòè÷åñêîé
ãåîìåòðèè"; Ä.Â.Êëåòåíèê "Ñáîðíèê çàäà÷ ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè";
"Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ãåîìåòðèè ïîä ðåäàêöèåé Â.Ò.Áàçûëåâà"; Ñ.Â.Áàõâàëîâ,
Ï.Ñ.Ìîäåíîâ, À.Ñ.Ïàðõîìåíêî "Ñáîðíèê çàäà÷ ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè".



3

�1 Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü
âåêòîðîâ. Áàçèñ. Êîîðäèíàòû âåêòîðà.
Ïóñòü äàíû âåêòîðû: ~a1,~a2, ...,~an è âåùåñòâåííûå ÷èñëà: λ1, λ2, ..., λn;
âûðàæåíèå λ1~a1 + λ2~a2 + ... + λn~an íàçûâàþò ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
äàííûõ âåêòîðîâ.

Ñèñòåìà âåêòîðîâ ~a1,~a2, ...,~an íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé, åñëè äëÿ
ëþáîãî íàáîðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë λ1, λ2, ..., λn, ãäå õîòÿ áû îäíî λi 6= 0,
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

λ1~a1 + λ2~a2 + ... + λn~an 6= ~0.

Ñèñòåìà âåêòîðîâ ~a1,~a2, ...,~an íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò
íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë λ1, λ2, ..., λn, ãäå õîòÿ áû îäíî λi 6= 0, òàêîé,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

λ1~a1 + λ2~a2 + ... + λn~an = ~0.

Áàçèñîì (íà ïðÿìîé, íà ïëîñêîñòè, â ïðîñòðàíñòâå) íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ
ñèñòåìà âåêòîðîâ, êîòîðàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìà è ïðè ýòîì êàæäûé âåêòîð
(ïðÿìîé, ïëîñêîñòè, ïðîñòðàíñòâà) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ
äàííîé ñèñòåìû. Áàçèñîì íà ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ âñÿêèé íåíóëåâîé âåêòîð.
Áàçèñîì íà ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ íåêîëëèíåàðíûõ
âåêòîðîâ. Áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç
òðåõ íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ.
Áàçèñ íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì, åñëè âåêòîðû áàçèñà ïîïàðíî
îðòîãîíàëüíû è èìåþò åäèíè÷íóþ äëèíó.

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå äàíû äâà áàçèñà:{~e1, ~e2, ~e3} (ñòàðûé áàçèñ) è
{~e1

′, ~e2
′, ~e3

′} (íîâûé áàçèñ). Ìîæíî ðàçëîæèòü âåêòîðû íîâîãî áàçèñà ïî
âåêòîðàì ñòàðîãî áàçèñà:

~e1
′ = A11~e1 + A21~e2 + A31~e3,

~e2
′ = A12~e1 + A22~e2 + A32~e3,

~e3
′ = A13~e1 + A23~e2 + A33~e3.
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Èç êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ âåêòîðîâ íîâîãî áàçèñà ïî âåêòîðàì ñòàðîãî
áàçèñà ìîæíî ñîñòàâèòü ñëåäóþùóþ ìàòðèöó:

A =




A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33


 .

Ýòó ìàòðèöó íàçûâàþò ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò áàçèñà {~e1, ~e2, ~e3} ê áàçèñó
{~e1

′, ~e2
′, ~e3

′}. Äëÿ áàçèñîâ íà ïðÿìîé èëè íà ïëîñêîñòè ìàòðèöà ïåðåõîäà
îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Åñëè âåêòîð ~p ðàçëîæåí ïî áàçèñó {~e1, ~e2, ~e3} (â ïðîñòðàíñòâå): ~p = x~e1 +
y~e2 + z~e3, òî êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ x, y, z íàçûâàþò êîîðäèíàòàìè
âåêòîðà ~p. Ýòîò ôàêò çàïèñûâàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ~p(x, y, z). Íàïîìíèì
ñëåäóþùèå ñâîéñòâà êîîðäèíàò: êîîðäèíàòû ñóììû âåêòîðîâ ðàâíû ñóììàì
ñîîòâåòñâóþùèõ êîîðäèíàò; êîîðäèíàòû ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî
ðàâíû ïðîèçâåäåíèÿì êîîðäèíàò íà ýòî ÷èñëî.
Åñëè èçâåñòíû êîîðäèíàòû âåêòîðà ~x (â ïðîñòðàíñòâå) îòíîñèòåëüíî
áàçèñà {~e1, ~e2, ~e3}: (x, y, z) (ñòàðûå êîîðäèíàòû) è êîîðäèíàòû ýòîãî æå
âåêòîðà îòíîñèòåëüíî áàçèñà {~e1

′, ~e2
′, ~e3

′}: (x′, y′, z′) (íîâûå êîîðäèíàòû),
òî ñâÿçü ìåæäó íîâûìè è ñòàðûìè êîîðäèíàòàìè âåêòîðà ~x çàäàåòñÿ
ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:





x = A11x
′ + A12y

′ + A13z
′,

y = A21x
′ + A22y

′ + A23z
′,

z = A31x
′ + A32y

′ + A33z
′;

ãäå Aij - êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû ïåðåõîäà îò áàçèñà {~e1, ~e2, ~e3} ê áàçèñó
{~e1

′, ~e2
′, ~e3

′}.

1.1 Äîêàçàòü, ÷òî åñëè M - òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà
ABC, òî −−→

MA +
−−→
MB +

−−→
MC = ~0 è äëÿ ëþáîé òî÷êè O ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî:
−−→
OM =

1

3
(
−→
OA +

−−→
OB +

−→
OC).

1.2 Ïóñòü A, B, C, D - ïðîèçâîëüíûå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà. M è N -
ñåðåäèíû îòðåçêîâ ñîîòâåòñòâåííî AD è BC. Äîêàçàòü, ÷òî 2

−−→
MN =
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−→
AB +

−−→
DC.

1.3 Äàíà òðàïåöèÿ ABCD (
−−→
DC = k

−→
AB). Òî÷êè M è N - ñåðåäèíû

îñíîâàíèé ñîîòâåòñòâåííî AB è DC, P - òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé
òðàïåöèè.

a) Ïðèíÿâ âåêòîðû−→AB è−−→AD çà áàçèñíûå, íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðîâ−−→
CB, −−→MN , −→AP , −−→PB.

b) Ïðèíÿâ âåêòîðû−→PA è−−→PB çà áàçèñíûå, íàéòè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðîâ−→
AB, −−→BC, −−→CD, −−→DA.
1.4M - òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC. Íàéòè êîîðäèíàòû
âåêòîðîâ −→AB, −−→BC, −→AC, −−→AM â áàçèñå {−−→MB,

−−→
MC}.

1.5 M - òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC.
a) Ðàçëîæèòü âåêòîð −−→MA ïî âåêòîðàì −−→BC è −→CA.
b) Ðàçëîæèòü âåêòîð −→AB ïî âåêòîðàì −−→MB è −−→MC.
c) Ðàçëîæèòü âåêòîð−→OA ïî âåêòîðàì−−→OB,−→OC è−−→OM , ãäå O - ïðîèçâîëüíàÿ

òî÷êà ïðîñòðàíñòâà.
1.6 Íà ïëîñêîñòè äàíû òðè âåêòîðà ñâîèìè êîîðäèíàòàìè îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðîãî áàçèñà: ~a(4;−2), ~b(3; 5), ~c(−2; 12). Ïðåäñòàâèòü âåêòîð ~c êàê
ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ ~a è ~b.
1.7 ~a è ~b - íåêîëëèíåàðíûå âåêòîðû. Äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà âåêòîðîâ
~m = 3~a −~b, ~n = 2~a +~b, ~p = ~a + 3~b - ëèíåéíî çàâèñèìàÿ, à âåêòîðû ~n è ~p
íå êîëëèíåàðíû. Ðàçëîæèòü âåêòîð ~m ïî âåêòîðàì ~n è ~p.
1.8 Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà AD óãëà A. Ðàçëîæèòü
âåêòîð −−→AD ïî âåêòîðàì −→AB è −→AC.
1.9 Îòíîñèòåëüíî áàçèñà {~e1, ~e2} âåêòîð èìååò êîîðäèíàòû (2; 1). Íàéòè
êîîðäèíàòû ýòîãî æå âåêòîðà îòíîñèòåëüíî áàçèñà {~e1

′, ~e2
′}, åñëè

a)

{
~e1
′ = 4~e1,

~e2
′ = −2

3
~e2;

b)

{
~e1
′ = 3~e1 − ~e2,

~e2
′ = −2~e1 + ~e2.

1.10 Îòíîñèòåëüíî áàçèñà {~e1, ~e2, ~e3} çàäàíû âåêòîðû: ~a1(0;−5; 0),
~a2(−8; 0; 4), ~a3(0;−5;−1), ~a4(0; 0; 9), ~a5(3; 0; 0), ~a6(0;−7; 2), ~a7(1;−1; 7),
~a8(0; 0; 0). Óêàçàòü êàêèå âåêòîðû a) êîëëèíåàðíû ~e2; b) êîìïëàíàðíûå
ñ âåêòîðàìè ~e2 è ~e3.
1.11Ïóñòü M, N, P,Q - ñåðåäèíû ñòîðîí AB, CD,BC, DE ïÿòèóãîëüíèêà
ABCDE, à K è L ñåðåäèíû ñòîðîí MN è PQ. Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìûå
AE è KL ïàðàëëåëüíû è 4|KL| = |AE|.
1.12 Â áàçèñå {~e1, ~e2, ~e3} äàíû âåêòîðû ~p(−3; 6;−13),~a(1; 0;−2),
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~b(1;−1; 3),~c(−2; 3; 0). Ïðåäñòàâèòü âåêòîð ~p êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ
âåêòîðîâ ~a,~b,~c.
1.13 Ïóñòü äàíà ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ñòàðîãî áàçèñà {~e1, ~e2} ê íîâîìó
áàçèñó {~e1

′, ~e2
′}: (

2 3
1 1

)
.

Èçâåñòíû ñòàðûå êîîðäèíàòû âåêòîðà ~x(1; 2). Íàéòè íîâûå êîîðäèíàòû
âåêòîðà ~x.
1.14 Ïóñòü äàíà ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ñòàðîãî áàçèñà {~e1, ~e2, ~e3} ê íîâîìó
áàçèñó {~e1

′, ~e2
′, ~e3

′}: 


1 2 3
1 1 0
0 3 2


 .

Èçâåñòíû íîâûå êîîðäèíàòû âåêòîðà ~x(1; 2; 3). Íàéòè ñòàðûå êîîðäèíàòû
âåêòîðà ~x.
1.15 Äàíû äâà áàçèñà: {~e1, ~e2} è {~e1

′, ~e2
′}. Èçâåñòíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ

ýòèõ áàçèñîâ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî òðåòüåãî áàçèñà: ~e1(1; 2), ~e2(3; 4),
~e1
′(1;−1), ~e2

′(1; 2). Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {~e1, ~e2} ê áàçèñó
{~e1

′, ~e2
′}. Èçâåñòíû êîîðäèíàòû âåêòîðà ~p îòíîñèòåëüíî áàçèñà {~e1, ~e2}:

~p(−2; 5). Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà ~p îòíîñèòåëüíî áàçèñà {~e1
′, ~e2

′}.
1.16 Äàíû äâà áàçèñà: {~e1, ~e2, ~e3} è {~e1

′, ~e2
′, ~e3

′}. Èçâåñòíû êîîðäèíàòû
âåêòîðîâ ýòèõ áàçèñîâ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî òðåòüåãî áàçèñà:
~e1(1; 2; 3), ~e2(1; 0; 1), ~e3(0; 2; 1), ~e1

′(0; 1; 2), ~e2
′(1; 2; 3), ~e3

′(0; 1; 1). Íàéòè ìàòðèöó
ïåðåõîäà îò áàçèñà {~e1, ~e2, ~e3} ê áàçèñó {~e1

′, ~e2
′, ~e3

′}. Èçâåñòíû êîîðäèíàòû
âåêòîðà ~p îòíîñèòåëüíî áàçèñà {~e1, ~e2, ~e3}: ~p(−1; 2; 1). Íàéòè êîîðäèíàòû
âåêòîðà ~p îòíîñèòåëüíî áàçèñà {~e1

′, ~e2
′, ~e3

′}.
1.17 (Òåîðåìà î öåíòðå ìàññ.) Ïóñòü äàíû n (n > 1) ÷èñåë (ìàññ):
m1,m2, ..., mn, òàêèõ, ÷òî

∑n
i=1 mi 6= 0. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê

A1, A2, ..., An ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà M (öåíòð ìàññ), òàêàÿ, ÷òî

m1
−−→
MA1 + m2

−−→
MA2 + ... + mn

−−→
MAn = ~0,

è äëÿ ëþáîé òî÷êè O ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

−−→
OM =

1∑n
i=1 mi

(m1
−→
OA1 + m2

−→
OA2 + ... + mn

−→
OAn).
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�2 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà.
Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ âåêòîðîâ ~a è~b íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå
ñèìâîëîì (~a,~b) ðàâíîå ïðîèçâåäåíèþ äëèí ýòèõ âåêòîðîâ íà êîñèíóñ óãëà
ϕ ìåæäó íèìè. Òàêèì îáðàçîì, (~a,~b) = |~a||~b| cos ϕ. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
- ôóíêöèÿ ëèíåéíàÿ ïî êàæäîìó àðãóìåíòó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà:

(λ~a + µ~b,~c) = λ(~a,~c) + µ(~b,~c),

(~a, λ~b + µ~c) = λ(~a,~b) + µ(~a,~c);

ãäå λ è µ - âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Äëèíà âåêòîðà ðàâíà êâàäðàòíîìó êîðíþ
èç åãî ñêàëÿðíîãî êâàäðàòà: |~a| =

√
(~a,~a).

Åñëè îòíîñèòåëüíî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà èçâåñòíû êîîðäèíàòû
äâóõ âåêòîðîâ: ~a(x1; y1; z1) è~b(x2; y2; z2), òîãäà èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

(~a,~b) = x1x2 + y1y2 + z1z2.

Â ÷àñòíîñòè, äëèíà âåêòîðà ~a(x; y; z) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åãî êîîðäèíàòû
îòíîñèòåëüíî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ïî ôîðìóëå:

|~a| =
√

x2 + y2 + z2.

Åñëè îòíîñèòåëüíî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ïëîñêîñòè èçâåñòíû êîîðäèíàòû
äâóõ âåêòîðîâ: ~p(x1; y1) è ~q(x2; y2), òîãäà ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, íàòÿíóòîãî
íà ýòè âåêòîðû, ðàâíà àáñîëþòíîé âåëè÷èíå îïðåäåëèòåëÿ:

∣∣∣∣
x1 x2

y1 y2

∣∣∣∣ .

2.1 Âû÷èñëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (~a,~b), åñëè ~a = 3~p−2~q è~b = ~p+4~q,
ãäå ~p è ~q - åäèíè÷íûå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå âåêòîðû.
2.2 Âû÷èñëèòü âûðàæåíèå: 3(~m, ~m) − 2(~m,~n) + 4(~n, ~n), åñëè |~m| = 1/3,
|~n| = 6 è óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~m è ~n ðàâåí π/3.
2.3 Âû÷èñëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (~p, ~q), åñëè {~a,~b,~c} - îðòîíîðìèðîâàííûé
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áàçèñ è èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ:
~p = 3~a +~b− 2~c è ~q = ~a− 4~b− 5~c.

2.4 Âû÷èñëèòü ñóììó (~a,~b) + (~b,~c) + (~a,~c), åñëè ~a, ~b è ~c - òðè åäèíè÷íûõ
âåêòîðà, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ: ~a +~b + ~c = ~0.
2.5 Ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü òîæäåñòâà:

(~a +~b,~a +~b) + (~a−~b,~a−~b) = 2((~a,~a) + (~b,~b))
è äàòü åãî ãåîìåòðè÷åñêîå òîëêîâàíèå.
2.6 Äîêàçàòü, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ íå èçìåíèòñÿ,
åñëè ê îäíîìó èç íèõ ïðèáàâèòü âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé äðóãîìó
ñîìíîæèòåëþ.
2.7Íàéòè äëèíó âåêòîðà ~a = 3~m−4~n, åñëè ~m è ~n - åäèíè÷íûå îðòîãîíàëüíûå
âåêòîðû.
2.8 Âû÷èñëèòü óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~a = 3~p + 2~q è ~b = ~p + 5~q, ãäå ~p è ~q
- åäèíè÷íûå îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû.
2.9 Â ïðÿìîóãîëüíîì ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå âû÷èñëèòü óãîë ìåæäó
äâóìÿ ìåäèàíàìè, ïðîâåäåííûìè èç âåðøèí îñòðûõ óãëîâ.
2.10 Çíàÿ, ÷òî |~a| = 2, |~b| = 5, óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~a è ~b ðàâåí 2π/3,
îïðåäåëèòü ïðè êàêîì çíà÷åíèè α âåêòîðû ~p = α~a + 17~b è ~q = 3~a − ~b
áóäóò ïåðïåíäèêóëÿðíûìè.
2.11 Çíàÿ âåêòîðû, îáðàçóþùèå òðåóãîëüíèê:−→

AB = 2~a− 6~b, −−→
BC = ~a + 7~b, −→

CA = −3~a−~b,
ãäå ~a è~b - åäèíè÷íûå îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû. Íàéòè óãëû ýòîãî òðåóãîëüíèêà.
2.12 Çíàÿ âåêòîðû, îáðàçóþùèå òðåóãîëüíèê:−→

AB = 5~a + 2~b, −−→
BC = 2~a− 4~b, −→

CA = −7~a + 2~b,
ãäå ~a è~b - åäèíè÷íûå îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû. Âû÷èñëèòü äëèíó ìåäèàíû,
ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû A, è äëèíó âûñîòû, îïóùåííîé èç ýòîé æå
âåðøèíû.
2.13 Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîð ~p = ~b(~a,~c) − ~c(~a,~b) ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðó
~a.
Â çàäà÷àõ 2.14-2.18 âñå âåêòîðû çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè
îòíîñèòåëüíî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà {~i,~j,~k}.
2.14 Âû÷èñëèòü êîñèíóñ óãëà, ìåæäó âåêòîðàìè ~a è ~b, åñëè èçâåñòíû
êîîðäèíàòû ýòèõ âåêòîðîâ ~a(2;−4; 4), ~b(−3; 2; 6).
2.15 Âåêòîð ~x, êîëëèíåàðíûé âåêòîðó ~a(6;−8;−15/2) îáðàçóåò îñòðûé
óãîë ñ âåêòîðîì ~k. Çíàÿ, ÷òî |~x| = 50, íàéòè åãî êîîðäèíàòû.
2.16Íàéòè âåêòîð ~x, çíàÿ, ÷òî îí ïåðïåíäèêóëÿðåí ê âåêòîðàì ~a(2; 3;−1)

è ~b(1;−2; 3), è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (~x, 2~i−~j + ~k) = −6.
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2.17 Âû÷èñëèòü ïðîåêöèþ âåêòîðà ~a(5; 2; 5) íà îñü âåêòîðà ~b(2;−1; 2).
2.18Äàíû òðè âåêòîðà: ~a(1;−3; 4),~b(3;−4; 2), ~c(−1; 1; 4). Âû÷èñëèòü ïðîåêöèþ
âåêòîðà ~a íà îñü âåêòîðà ~b + ~c.
2.19 Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîð

~p = ~b− (~a,~b)

(~a,~a)
~a

ïåðïåíäèêóëÿðåí ê âåêòîðó ~a.
2.20 Â êóáå íàéòè âåëè÷èíó óãëà 1) ìåæäó åãî äèàãîíàëüþ è ñêðåùèâàþùåéñÿ
ñ íåé äèàãîíàëüþ ãðàíè; 2) ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè äâóõ
ñîñåäíèõ ãðàíåé; 3) ìåæäó äèàãîíàëüþ êóáà è ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ íåé
äèàãîíàëüþ ãðàíè.
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, ðåøèòü çàäà÷è
2.21 - 2.22.
2.21Îòíîñèòåëüíî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ïëîñêîñòè äàíû äâà âåêòîðà:
~p(2;−3) è ~q(4;−13). Íàéòè ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, íàòÿíóòîãî íà
âåêòîðû ~p è ~q.
2.22 Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Îòíîñèòåëüíî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà
ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ëåæèò òðåóãîëüíèê, èçâåñòíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ−→
AB è −→AC: −→AB(12; 3), −→AC(−5; 7). Íàéòè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC.
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�3 Àôôèííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Äåëåíèå îòðåçêà â
äàííîì îòíîøåíèè. Ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.
Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò.
Àôôèííûì ðåïåðîì èëè àôôèííîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò (â ïðîñòðàíñòâå)
íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ÷åòâåðêà (O;~e1, ~e2, ~e3), ñîñòîÿùàÿ èç òî÷êè O
è áàçèñà {~e1, ~e2, ~e3} ïðîñòðàíñòâà. Àôôèííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ
ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé, åñëè áàçèñ {~e1, ~e2, ~e3} îðòîíîðìèðîâàí.
Ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êà C äåëèò îòðåçîê AB â îòíîøåíèè λ, åñëè âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî:−→AC = λ

−−→
CB. Åñëè äàíû êîîðäèíàòû òî÷åê A(x1; y1; z1) è B(x2; y2; z2),

òî êîîðäèíàòû òî÷êè C(x; y; z), äåëÿùåé îòðåçîê AB â îòíîøåíèè λ,
íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì:

x =
x1 + λx2

1 + λ
, y =

y1 + λy2

1 + λ
, z =

z1 + λz2

1 + λ
.

Åñëè äàíû äâå àôôèííûå ñèñòåìû êîîðäèíàò: (O;~e1, ~e2, ~e3) (ñòàðàÿ ñèñòåìà
êîîðäèíàò) è (O′;~e1

′, ~e2
′, ~e3

′) (íîâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò), òî ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ
êîîðäèíàò èìåþò âèä:





x = A11x
′ + A12y

′ + A13z
′ + x0,

y = A21x
′ + A22y

′ + A23z
′ + y0,

z = A31x
′ + A32y

′ + A33z
′ + z0;

ãäå (x; y; z) - êîîðäèíàòû òî÷êè îòíîñèòåëüíî ñòàðîé ñèñòåìû êîîðäèíàò,
à (x′; y′; z′) - êîîðäèíàòû ýòîé æå òî÷êè îòíîñèòåëüíî íîâîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò; (x0; y0; z0) - êîîðäèíàòû òî÷êè O′ îòíîñèòåëüíî ñòàðîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò, Aij - êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû ïåðåõîäà îò áàçèñà {~e1, ~e2, ~e3}
ê áàçèñó {~e1

′, ~e2
′, ~e3

′} (ñì. çàíÿòèå 1).

Âûøå ïðèâåäåíû ôîðìóëû äëÿ ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ïëîñêîñòè èìåþò ìåñòî
àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû. Èõ ïðèâîäèòü íå áóäåì. Îäíàêî, îòìåòèì îäèí
÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóë ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè. Ôîðìóëû
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè ïðè
ïîâîðîòå îñåé íà óãîë ϕ è ïåðåíîñå íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó (x0; y0)
îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè:

{
x = cos(ϕ)x′ − sin(ϕ)y′ + x0,
y = sin(ϕ)x′ + cos(ϕ)y′ + y0.
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Ïîëÿðíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ïàðà (O, l), ñîñòîÿùàÿ
èç òî÷êè O è ëó÷à l ñ íà÷àëîì â òî÷êå O. Òî÷êó O íàçûâàþò ïîëþñîì,
à ëó÷ l ïîëÿðíîé îñüþ. Êàæäîé òî÷êå ïëîñêîñòè M , îòëè÷íîé îò òî÷êè
O, ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïàðó ÷èñåë (ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû)
(r; ϕ), ãäå r - äëèíà îòðåçêà OM , à ϕ óãîë ìåæäó ëó÷îì l è âåêòîðîì −−→OM .

Åñëè èçâåñòíû ïðÿìîóãîëüíûå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû äâóõ òî÷åê:
A(x1; y1; z1) è B(x2; y2; z2), òî äëèíà îòðåçêà AB âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

|AB| =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2.

3.1 Íàéòè êîîðäèíàòû ñåðåäèíû îòðåçêà AB, åñëè èçâåñòíû êîîðäèíàòû
åãî êîíöîâ: A(3; 7; 9) è B(−1; 3;−5).
3.2 Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà: A(1;−3), B(3;−5), (−5; 7). Îïðåäåëèòü
ñåðåäèíû åãî ñòîðîí.
3.3 Äàíû äâå òî÷êè: A(3;−1) è B(2; 1) íàèòè:
a) êîîðäèíàòû òî÷êè M , ñèììåòðè÷íîé òî÷êå A îòíîñèòåëüíî òî÷êè B;
b) êîîðäèíàòû òî÷êè N , ñèììåòðè÷íîé òî÷êå B îòíîñèòåëüíî òî÷êè A.
3.4 Òî÷êè M(2;−1), N(−1; 4), P (−2; 2) ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíàìè ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.
Íàéòè êîîðäèíàòû åãî âåðøèí.
3.5 Îòðåçîê ñ êîíöàìè A(1;−3) è B(4; 3) ðàçäåëåí íà òðè ðàâíûå ÷àñòè.
Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷åê äåëåíèÿ.
3.6 Îòðåçîê ñ êîíöàìè A(35;−15; 25) è B(75; 40; 60) ðàçäåëåí íà ïÿòü
ðàâíûõ ÷àñòåé. Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷åê äåëåíèÿ.
3.7 Òî÷êà C äåëèò îòðåçîê ñ êîíöàìè A(8;−4; 4) è B(−6; 12;−16) â îòíîøåíèè
λ = −5/2. Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè C.
3.8Íàïèñàòü ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò
(áåç èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ îñåé) ïåðåíåñåíî â òî÷êó (3; 4).
3.9 Íàïèñàòü ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, åñëè îñè êîîðäèíàò
(áåç èçìåíåíèÿ íà÷àëà êîîðäèíàò) ïîâåðíóòû íà óãîë a) 60◦, b) − 45◦.
3.10Îïðåäåëèòü óãîë ïîâîðîòà îñåé êîîðäèíàò, åñëè ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ
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êîîðäèíàò çàäàíû âûðàæåíèÿìè:
{

x = 1
2
x′ −

√
3

2
y′,

y =
√

3
2

x′ + 1
2
y′.

3.11 Íàéòè ñòàðûå êîîðäèíàòû íîâîãî íà÷àëà êîîðäèíàò è óãîë ïîâîðîòà
îñåé êîîðäèíàò, åñëè ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò çàäàíû âûðàæåíèÿìè:

{
x =

√
2

2
x′ +

√
2

2
y′ + 5,

y = −
√

2
2

x′ +
√

2
2

y′ − 3.

3.12Äàíû äâå òî÷êè: A(9;−3) è B(−6; 5). Íà÷àëî íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
ïåðåíåñåíî â òî÷êó A, à îñè êîîðäèíàò ïîâåðíóòû òàê, ÷òî ïîëîæèòåëüíîå
íàïðàâëåíèå íîâîé îñè àáñöèññ ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèå âåêòîðà −→AB.
Íàïèñàòü ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.
3.13Ïîëÿðíàÿ îñü ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïàðàëëåëüíà îñè àáñöèññ
ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò è íàïðàâëåíà îäèíàêîâî
ñ íåé. Èçâåñòíû ïðÿìîóãîëüíûå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ïîëþñà (1; 2) è
ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷åê A(7; π/2) è B(2;−π/6). Íàéòè ïðÿìîóãîëüíûå
äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷åê A è B. Íàéòè äëèíó îòðåçêà AB.
3.14Ïîëÿðíàÿ îñü ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïàðàëëåëüíà îñè àáñöèññ
ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò è íàïðàâëåíà îäèíàêîâî
ñ íåé. Äàíû ïðÿìîóãîëüíûå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ïîëþña (3; 2) è òî÷åê
A(5; 2) è B(3; 1). Íàéòè ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷åê A è B.
3.15Äàíû äâå àôôèííûå ñèñòåìû êîîðäèíàò: (O;~e1, ~e2, ~e3) (ñòàðàÿ ñèñòåìà
êîîðäèíàò) è (O′;~e1

′, ~e2
′, ~e3

′) (íîâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò). Ìàòðèöà ïåðåõîäà
îò áàçèñà {~e1, ~e2, ~e3} ê áàçèñó {~e1

′, ~e2
′, ~e3

′} èìååò âèä:



2 3 4
0 1 2
0 0 4


 ,

èçâåñòíû êîîðäèíàòû òî÷êè O′ îòíîñèòåëüíî ñòàðîé àôôèííîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò: (7;−2; 1). Íàéòè:

a) ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò,
b) íîâûå êîîðäèíàòû òî÷êè A, åñëè èçâåñòíû ñòàðûå êîîðäèíàòû:

(3; 0; 1).
3.16 Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà: A(3;−5), B(1;−3) è C(2;−2). Íàéòè
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äëèíó áèññåêòðèñû óãëà B.
3.17 Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà: A(3; 0;−5), B(0; 4;−1), C(−7; 2; 0).
Íàéòè äëèíó ìåäèàíû, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû A.
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà èç çÿíÿòèÿ 2,
ðåøèòü çàäà÷è 3.18 - 3.21.
3.18Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD. Èçâåñòíû êîîðäèíàòû òðåõ åãî âåðøèí:
A(2; 5), B(−2; 3), D(7;−6). Íàéòè ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ABCD.
3.19 Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Íàéòè åãî ïëîùàäü, åñëè
1) A(2; 1), B(3; 4), C(1; 6);
2) A(−2; 4), B(0;−3), C(1; 7).
3.20 Íàéòè ðàññòîÿíèå
1) îò òî÷êè (2; 0) äî ïðÿìîé AB, ãäå A(1; 1) è B(5; 4);
2) îò òî÷êè (0; 0) äî ïðÿìîé AB, ãäå A(1; 5) è B(2; 4).
3.21 Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà 10. Äâå âåðøèíû íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ
(5; 1) è (−2; 2). Íàéòè êîîðäèíàòû òðåòüåé âåðøèíû, åñëè
1) îíà íàõîäèòñÿ íà îñè OX;
2) îíà íàõîäèòñÿ íà îñè OY .
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�4 Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè.
Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé èìååò âèä: ax+by+c = 0, ãäå a, b, c - âåùåñòâåííûå
êîíñòàíòû; íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé èìååò êîîðäèíàòû (−b; a).

Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (x0; y0),
ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì (m; n) èìåþò âèä:

{
x = x0 + mt,
y = y0 + nt,

ãäå t - ïàðàìåòð, ïðîáåãàþùèé ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Óðàâíåíèå
ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (x0; y0), ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì (m; n)
ìîæøî çàïèñàòü òàêæå â âèäå:

x− x0

m
=

y − y0

n
.

Åñëè ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (x1; y1)
è (x2; y2), òî åe óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

x− x1

x2 − x1

=
y − y1

y2 − y1

.

Ïðÿìàÿ ax+by+c = 0 ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè îòëè÷íûõ îò
òî÷åê ïðÿìîé íà äâà ìíîæåñòâà (äâå ïîëóïëîñêîñòè). Äëÿ òî÷åê îäíîé
ïîëóïëîñêîñòè èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ax + by + c > 0, à äëÿ òî÷åê
äðóãîé ïîëóïëîñêîñòè íåðàâåíñòâî ax + by + c < 0.

Ñîâîêóïíîñòü ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íåêîòîðóþ ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó
P íàçûâàåòñÿ ïó÷êîì ïðÿìûõ ñ öåíòðîì â òî÷êå P . Åñëè ïðÿìûå a1x +
b1y + c1 = 0 è a2x + b2y + c2 = 0 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P , òî ìíîæåñòâî
ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó P , îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

α(a1x + b1y + c1) + β(a2x + b2y + c2) = 0,

ãäå α è β - âåùåñòâåííûå ÷èñëà îäíîâðåìåííî íå ðàâíûå íóëþ. Ïîñëåäíåå
âûðàæåíèå íàçûâàþò óðàâíåíèåì ïó÷êà.
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Äâå ïðÿìûå l1 : a1x + b1y + c1 = 0 è l2 : a2x + b2y + c2 = 0
a) ñîâïàäàþò, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:





a2 = λa1,
b2 = λb1,
c2 = λc1,

äëÿ íåêîòîðîãî âåùåñòâåííîãî λ;
b) ïàðàëëåëüíû, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñîòíîøåíèÿ:





a2 = λa1,
b2 = λb1,
c2 6= λc1,

äëÿ íåêîòîðîãî âåùåñòâåííîãî λ;
c) ïåðåñåêàþòñÿ, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ 6= 0.

4.1Îïðåäåëèòü, êàêèå èç òî÷åê: A(3; 1), B(2; 3), C(−3;−3), D(−2; 1) ëåæàò
íà ïðÿìîé 2x− 3y − 3 = 0.
4.2Àáñöèññà òî÷êè, ëåæàùåé íà ïðÿìîé 2x−y+6 = 0, ðàâíà 2. Îïðåäåëèòü
îðäèíàòó ýòîé òî÷êè.
4.3 Äàíû ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé:

{
x = 2 + 7t,
y = −5− 3t.

Íàïèñàòü îáùåå óðàâíåíèå ýòîé ïðÿìîé.
4.4Äàíî îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé: 3x−7y+11 = 0. Çàïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ ýòîé ïðÿìîé.
4.5 Îïðåäåëèòü, êàê ðàñïîëîæåíû ñëåäóþùèå ïðÿìûå:

a) x− y − 11 = 0, b) 5x− 3y − 15 = 0,
2x− y + 9 = 0; 10x− 6y − 31 = 0.



16

4.6Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (2; 1), ïàðàëëåëüíî
ïðÿìîé 2x + 3y + 4 = 0.
4.7 Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà: A(−1; 2), B(3;−1), C(0; 4). Íàïèñàòü
óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó òðåóãîëüíèêà
ïàðàëëåëüíî ïðîòèâîëåæàùåé ñòîðîíå.
4.8 Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà: A(4; 6), B(−4; 0), C(−1;−4). Íàïèñàòü
óðàâíåíèå ìåäèàíû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó C.
4.9 Ïðîâåðèòü, ëåæàò ëè íà îäíîé ïðÿìîé òðè òî÷êè:

a) A(1; 3), B(5; 7), C(10; 12);
b) P (−3;−8), Q(1;−2), R(10; 12).

4.10 Ïðîâåðèòü, ïðîõîäÿò ëè ÷åðåç îäíó òî÷êó ñëåäóþùèå ïðÿìûå:

a) 3x− y − 1 = 0, b) 5x− 3y − 15 = 0,
2x− y + 3 = 0, x + 5y − 3 = 0,
x− y + 7 = 0; 3x + y + 5 = 0.

4.11 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìûõ 2x + 5y − 8 = 0, x− 3y + 4 = 0

a) è íà÷àëî êîîðäèíàò,
b) ïàðàëëåëüíî îñè àáñöèññ,
c) ïàðàëëåëüíî îñè îðäèíàò,
d) è òî÷êó (4; 3).

4.12 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìûõ 2x−5y−1 = 0, x+4y−7 = 0 è äåëÿùåé îòðåçîê ìåæäó òî÷êàìè
A(4;−3) è B(−1; 2) â îòíîøåíèè 2/3.
4.13Èññëåäîâàòü, êàê ðàñïîëîæåíû îòíîñèòåëüíî îñåé êîîðäèíàò ñëåäóþùèå
ïðÿìûå: 5x− 2y = 0, 3x− 11 = 0, 4y + 13 = 0, 3x− 5y + 7 = 0, x = 0, y = 0.
4.14 Äàíû óðàâíåíèÿ ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà: x − y = 0, x + 3y =
0, x− y − 4 = 0, 3x + y − 12 = 0, íàïèñàòü óðàâíåíèÿ åãî äèàãîíàëåé.
4.15Äàíû ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà: L(0; 3),M(−4; 0), N(5; 11), íàïèñàòü
óðàâíåíèÿ åãî ñòîðîí.
4.16 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A(0; 1), òàêîé,
÷òî åå îòðåçîê, çàêëþ÷åííûé ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè: x − 3y + 10 = 0 è
2x + y − 8 = 0, äåëèëñÿ áû â òî÷êå A ïîïîëàì.
4.17 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé äâóì äàííûì ïðÿìûì:
3x− 15y − 1 = 0, x− 5y − 2 = 0 è ïðîõîäÿùåé ïîñðåäèíå ìåæäó íèìè.
4.18 Îïðåäåëèòü, ëåæàò ëè òî÷êè A(−3; 4) è B(8; 0) ïî îäíó ñòîðîíó
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îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé 8x− 3y + 13 = 0.
4.19 Îïðåäåëèòü, ëåæàò ëè òî÷êè A(2; 3) è B(5;−1) â îäíîì, â ñìåæíûõ
èëè âåðòèêàëüíûõ óãëàõ, îáðàçîâàííûõ ïðÿìûìè:

a) x− 3y − 5 = 0 è 2x + 9y − 2 = 0;
b) 12x + y − 1 = 0 è 13x + 2y − 5 = 0;
c) 2x + 7y − 5 = 0 è x + 3y + 7 = 0.

4.20 Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, çíàÿ îäíó èç åãî âåðøèí:
A(−4; 2) è óðàâíåíèÿ äâóõ ìåäèàí: 3x− 2y + 2 = 0 è 3x + 5y − 12 = 0.
4.21 Íàéòè öåíòð ïó÷êà ïðÿìûõ, çàäàííîãî ñîîòíîøåíèåì:

α(2x + 3y − 1) + β(x− 2y − 4) = 0.

4.22 Íàéòè óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðèíàäëåæàùåé ïó÷êó ïðÿìûõ:

α(x + 2y − 5) + β(3x− 2y + 1) = 0 è

a) ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A(3;−1),
b) ïàðàëëåëüíîé îñè àáñöèññ,
c) ïàðàëëåëüíîé îñè îðäèíàò,
d) ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé 4x + 3y + 5 = 0.

4.23 Äàí ïó÷îê ïðÿìûõ:

α(3x− 2y − 1) + β(4x− 5y + 8) = 0.

Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé ýòîãî ïó÷êà, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíó
îòðåçêà ïðÿìîé x+2y+4 = 0, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó ïðÿìûìè: 2x+3y+5 =
0 è x + 7y − 1 = 0.
4.24 Çàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðèíàäëåæàùåé îäíîâðåìåííî äâóì
ïó÷êàì:

α(x + y − 1) + β(x− 1) = 0 è α(2x− 3y) + β(y + 1) = 0.

4.25 Îïðåäåëèòü, ïåðåñåêàåò ëè ïðÿìàÿ 2x+ y +3 = 0 îòðåçîê, âåðøèíû
êîòîðîãî èìåþò êîîðäèíàòû: (−5; 1) è (3; 7).
4.26 Îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ p è q äâå ïðÿìûå:

px− 2y − 1 = 0 è 6x− 4y − q = 0.
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1) èìåþò îáùóþ òî÷êó, 2) ïàðàëëåëüíû, 3) ñîâïàäàþò.
4.27 Îïðåäåëèòü, ïðè êàêîì çíà÷åíèè m äâå ïðÿìûå:

(m− 1)x + my − 5 = 0 è mx + (2m− 1)y + 7 = 0

ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, ëåæàùåé íà îñè àáñöèññ.
4.28 Îïðåäåëèòü, ïðè êàêîì çíà÷åíèè p ïðÿìûå:
2x− y + 3 = 0, x + y + 3 = 0 è px + y − 13 = 0
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
4.29 Äàíî óðàâíåíèå ïó÷êà:

α(5x + 3y + 6) + β(3x− 4y − 37) = 0.

Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìàÿ 7x + 2y − 15 = 0 íå ïðèíàäëåæèò ýòîìó ïó÷êó.
4.30 Îïðåäåëèòü, ëåæèò ëè òî÷êà (−3; 2) âíóòðè èëè âíå òðåóãîëüíèêà,
ñòîðîíû êîòîðîãî çàäàíû óðàâíåíèÿìè:
x + y − 4 = 0, 3x− 7y + 8 = 0 è 4x− y − 31 = 0.
4.31 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íà ïðÿìîé 3x−5y+
11 = 0 îòíîñèòåëüíî òî÷êè (1;−4).
4.32 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íà ïðÿìîé

{
x = 2 + 7t,
y = −5− 4t

îòíîñèòåëüíî òî÷êè (5;−2).
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�5 Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè (ïðîäîëæåíèå).
Âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé ê ïðÿìîé ax+by+c = 0, èìååò êîîðäèíàòû (a; b).
Ðàññòîÿíèå d îò òî÷êè (x0; y0) äî ïðÿìîé ax + by + c = 0 âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå:

d =
| ax0 + by0 + c |√

a2 + b2
.

Êîñèíóñ óãëà ϕ ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè, íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû êîòîðûõ
~a è ~b, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

cos(ϕ) =
|(~a,~b)|
|~a||~b|

.

Óãëîâîé êîýôôèöèåíò k ïðÿìîé ax + by + c = 0 (òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ê
îñè àáñöèññ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: k = −a/b.

5.1 Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (2;−1) äî ïðÿìîé 3x + 4y + 7 = 0.
5.2 Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè: 3x− 4y− 10 = 0
è 6x− 8y + 5 = 0.
5.3 Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìîé 3x−4y−10 = 0
è îñòîÿùèõ îò íåå íà ðàññòîÿíèè d = 3.
5.4 Äâå ñòîðîíû êâàäðàòà ëåæàò íà ïðÿìûõ 5x − 12y − 65 = 0 è 5x −
12y + 26 = 0. Âû÷èñëèòü åãî ïëîùàäü.
5.5 Âû÷èñëèòü ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îòñåêàåìîãî ïðÿìîé 3x−4y−12 =
0 îò êîîðäèíàòíîãî óãëà.
5.6 Òî÷êà (2;−5) ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé êâàäðàòà, îäíà èç ñòîðîí êîòîðîãî
ëåæèò íà ïðÿìîé x− 2y − 7 = 0. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ýòîãî êâàäðàòà.
5.7 Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìàÿ 5x− 2y − 1 = 0 ïàðàëëåëüíà ïðÿìûì:
5x− 2y + 7 = 0, 5x− 2y − 9 = 0
è äåëèò ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ïîïîëàì.
5.8 Äàíû òðè ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå:
10x + 15y − 3 = 0, 2x + 3y + 5 = 0 è 2x + 3y − 9 = 0.
Äîêàçàòü, ÷òî ïåðâàÿ èç íèõ ëåæèò ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè, è âû÷èñëèòü
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îòíîøåíèå, â êîòîðîì îíà äåëèò ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè.
5.9Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà: A(−10;−13), B(−2; 3) è C(2; 1). Âû÷èñëèòü
äëèíó ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç âåðøèíû B íà ìåäèàíó, ïðîâåäåííóþ
èç âåðøèíû C.
5.10 Äàíî óðàâíåíèå ïó÷êà:

α(2x + y + 4) + β(x− 2y − 3) = 0.

Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè ïðÿìûõ ýòîãî ïó÷êà ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà ïðÿìàÿ,
îòñòîÿùàÿ îò òî÷êè (2;−3) íà ðàññòîÿíèè

√
10, è íàïèñàòü óðàâíåíèå

ýòîé ïðÿìîé.
5.11Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ áèññåêòðèñ óãëîâ, îáðàçîâàííûõ äâóìÿ ïðÿìûìè:
2x− 9y + 18 = 0 è 6x + 7y − 21 = 0.
5.12 Íàïèñàòü óðàâíåíèå áèññåêòðèñû óãëà ìåæäó ïðÿìûìè:
3x− y − 4 = 0 è 2x + 6y + 3 = 0,
â êîòîðîì ëåæèò íà÷àëî êîîðäèíàò.
5.13Íàïèñàòü óðàâíåíèå áèññåêòðèñû îñòðîãî óãëà, îáðàçîâàííîãî äâóìÿ
ïðÿìûìè:
3x + 4y − 5 = 0 è 5x− 12y + 3 = 0.
5.14 Íàïèñàòü óðàâíåíèå áèññåêòðèñû òóïîãî óãëà, îáðàçîâàííîãî äâóìÿ
ïðÿìûìè:
x− 3y + 5 = 0 è 3x− y + 15 = 0.
5.15 Äîêàçàòü, ÷òî ÷åðåç òî÷êó (2; 7) ìîæíî ïðîâåñòè äâå ïðÿìûå òàê,
÷òîáû èõ ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (1; 2) áûëè ðàâíû 5. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ
ýòèõ ïðÿìûõ.
5.16 Âû÷èñëèòü óãîë ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè:

a) 3x− y = 0 è 2x + y − 5 = 0;
b) 4x− y − 7 = 0 è x + 4y − 8 = 0.

5.17 Íàéòè óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé, çíàÿ, ÷òî îíà ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êè (2;−8) è (−1; 7).
5.18Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (1; 2) è ðàâíîóäàëåííîé
îò òî÷åê (3; 3) è (5; 2).
5.19 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè (−5; 2)
íà ïðÿìóþ 4x− y + 3 = 0.
5.20Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà, çíàÿ óðàâíåíèÿ åãî ñòîðîí:
2x− y + 3 = 0, x + 5y − 7 = 0 è 3x− 2y + 6 = 0.
5.21 Íàéòè äëèíó âûñîò òðåóãîëüíèêà â çàäà÷å 5.20.
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5.22 Â òðåóãîëüíèêå ABC èçâåñòíû: ñòîðîíà AB : 4x+y−12−0, âûñîòà
BH : 5x−4y−15 = 0 è âûñîòà AH : 2x+2y−9 = 0. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ
äâóõ äðóãèõ ñòîðîí è òðåòüåé âûñîòû.
5.23Íàéòè êîîðäèíàòû îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè òî÷êè (−2; 4) íà ïðÿìóþ
2x− 3y − 8 = 0.
5.24Íàéòè êîîðäèíàòû îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè òî÷êè (−1; 3) íà ïðÿìóþ

{
x = 2 + t,
y = −4t.

5.25 Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè, ñèììåòðè÷íîé òî÷êå (2; 1) îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé {

x = 2 + t,
y = 3− 4t.

5.26Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè, ñèììåòðè÷íîé òî÷êå (−2;−9) îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé 2x + 5y − 38 = 0.
5.27Äàíû äâå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà: A(−6; 2), B(2;−2) è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
åãî âûñîò H(1; 2). Íàéòè êîîðäèíàòû òðåòüåé âåðøèíû C.
5.28 Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, çíàÿ îäíó èç åãî âåðøèí:
A(2;−4) è óðàâíåíèÿ áèññåêòðèñ äâóõ åãî óãëîâ:
x + y − 2 = 0 è x− 3y − 6 = 0.
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�6 Îêðóæíîñòü.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè.
Îêðóæíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïëîñêîñòè, íàõîäÿùèõñÿ
íà ôèêñèðîâàííîì ðàññòîÿíèè îò äàííîé òî÷êè, íàçûâàåìîé öåíòðîì
îêðóæíîñòè. Ðàññòîÿíèå îò ëþáîé òî÷êè îêðóæíîñòè äî åå öåíòðà íàçûâàåòñÿ
ðàäèóñîì îêðóæíîñòè. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì (x0; y0) è ðàäèóñîì r èìååò
óðàâíåíèå:

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 = r2.

Ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè, åñëè îíà èìååò ñ îêðóæíîñòüþ
îäíó îáùóþ òî÷êó. Ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè, åñëè è òîëüêî åñëè
ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæíîñòè äî ïðÿìîé ðàâíî ðàäèóñó îêðóæíîñòè.

Îêðóæíîñòü (x−x0)
2+(y−y0)

2 = r2 ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè,
îòëè÷íûõ îò òî÷åê îêðóæíîñòè, íà äâà ïîäìíîæåñòâà. Äëÿ òî÷åê îäíîãî
ïîäìíîæåñòâà âïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: (x−x0)

2+(y−y0)
2 < r2 (âíóòðåííîñòü

îêðóæíîñòè), à äëÿ òî÷åê äðóãîãî ïîäìíîæåñòâà íåðàâåíñòâî:
(x− x0)

2 + (y − y0)
2 > r2 (âíåøíîñòü îêðóæíîñòè).

Êâàäðàò äëèíû êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé îò òî÷êè P (x̃; ỹ) äî îêðóæíîñòè
(x− x0)

2 + (y − y0)
2 = r2 , ðàâåí:

(x̃− x0)
2 + (ỹ − y0)

2 − r2.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå íàçûâàþò òàê æå ñòåïåíüþ òî÷êè P îòíîñèòåëüíî
îêðóæíîñòè. Ðàäèêàëüíîé îñüþ äâóõ îêðóæíîñòåé íàçûâàþò ãåîìåòðè÷åñêîå
ìåñòî òî÷åê, èìåþùèõ îäèíàêîâóþ ñòåïåíü îòíîñèòåëüíî ýòèõ îêðóæíîñòåé.

Óãëîì ìåæäó äâóìÿ îêðóæíîñòÿìè íàçûâàåòñÿ óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè
ê ýòèì îêðóæíîñòÿì â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ.

6.1 Íàïèñàòü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, êîòîðàÿ
1) èìååò öåíòð â òî÷êå (−2; 5) è ðàäèóñ 7;
2) èìååò öåíòð â òî÷êå (2;−3) è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (0; 4).
6.2 Íàïèñàòü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, åñëè AB - åå äèàìåòð è èçâåñòíû
êîîðäèíàòû êîíöîâ äèàìåòðà: A(3; 1), B(−3; 3).
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6.3 Íàïèñàòü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, åñëè îíà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè
(2; 3) è (5; 2), à åå öåíòð ëåæèò íà îñè OX.
6.4 Íàïèñàòü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, åñëè îíà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè
(3; 0) è (−1; 2), à åå öåíòð ëåæèò íà ïðÿìîé x− y + 2 = 0.
6.5 Íàïèñàòü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, åñëè îíà ïðîõîäèò ÷åðåç òðè òî÷êè,
êîîðäèíàòû êîòîðûõ:
1) (7; 7), (0; 8), (−2; 4);
2) (0; 4), (1; 2), (3;−2).
6.6Êàê ðàñïîëîæåíû òî÷êè: (2; 0), (4;−2), (0;−4), (16; 2), (−2; 3) îòíîñèòåëüíî
îêðóæíîñòè (x− 6)2 + (y + 4)2 = 36?
6.7 Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå êðèâûå ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòÿìè:
1) x2 + y2 − 6x− 2 = 0,
2) x2 + y2 + 4y − 12 = 0,
3) 3x2 + 3y2 − 6x− 12y − 7 = 0.
Íàéòè èõ öåíòð è ðàäèóñ.
6.8 Êàêîé âèä ïðèìåò óðàâíåíèå îêðóæíîñòè x2 + y2 + 2x− 6y − 9 = 0,
åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò ïåðåíåñòè â òî÷êó 1)(−1; 3), 2)(−5; 8)?
6.9 Êàê ïðåîáðàçóþòñÿ óðàâíåíèÿ îêðóæíîñòåé:
1) x2 + y2 − 4x− 2y − 1 = 0,
2) x2 + y2 − 6x− 8y + 1 = 0,
åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò ïåðåíåñòè â èõ öåíòð?
6.10Íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ñ îñÿìè êîîðäèíàò â ñëåäóþùèõ
ñëó÷àÿõ:
1) (x− 4)2 + (y + 3)2 = 25,
2) x2 + y2 − 6x− 10y + 9 = 0.
6.11Íàïèñàòü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, åñëè îíà êàñàåòñÿ îñè OX â íà÷àëå
êîîðäèíàò è ïåðåñåêàåò îñü OY â òî÷êå (0; 4).
6.12 Íàïèñàòü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, åñëè îíà êàñàåòñÿ îñè OY â òî÷êå
(0;−3) è èìååò ðàäèóñ 2.
6.13 Íàïèñàòü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, åñëè îíà êàñàåòñÿ îñåé êîîðäèíàò
è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (2; 9).
6.14 Íàïèñàòü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, åñëè îíà èìååò öåíòð (6; 7) è
êàñàåòñÿ ïðÿìîé 5x− 12y − 24 = 0.
6.15 Íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè x2 + y2 + 2x − 4y − 20 = 0 ñ
ïðÿìûìè:
1) x− y − 4 = 0,
2) 3x− 4y + 36 = 0.
6.16 ×åðåç òî÷êó (2; −0, 5) ïðîâåñòè õîðäó îêðóæíîñòè (x−1)2 +y2 = 4,
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êîòîðàÿ äåëèòñÿ â ýòîé òî÷êå ïîïîëàì.
6.17 Íàïèñàòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè x2 + y2 = 5 â òî÷êå
(1;−2).
6.18 Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ
1) èç íà÷àëà êîîðäèíàò ê îêðóæíîñòè (x− 2)2 + (y − 4)2 = 2,
2) èç òî÷êè (7; 1) ê îêðóæíîñòè x2 + y2 = 25.
6.19Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè x2+y2 = 5, êîòîðûå
ïàðàëëåëüíû ïðÿìîé 4x− 2y + 13 = 0.
6.20Íàïèñàòü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ êàñàåòñÿ ïðÿìûõ:
7x + y − 3 = 0 è x + 7y − 3 = 0 è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (1; 1).
6.21 Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìàÿ 4x − 3y − 38 = 0 êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè (x −
1)2 + (y + 3)2 = 25 è íàéòè òî÷êó èõ êàñàíèÿ.
6.22 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, íà êîòîðîé ëåæàò öåíòðû ñëåäóþùèõ
îêðóæíîñòåé:

x2 + y2 − 6x + 8y = 0 è x2 + y2 + 2x− 12y + 1 = 0.

6.23 Íàïèñàòü óðàâíåíèå îáùåé õîðäû ñëåäóþùèõ îêðóæíîñòåé:

x2 + y2 = 10 è x2 + y2 − 10x− 10y + 30 = 0.

6.24 Ïîä êàêèì óãëîì ïåðåñåêàþòñÿ ñëåäóþùèå îêðóæíîñòè:
1) x2 + y2 = 16 è (x− 5)2 + y2 = 9,
2) x2 + y2 = 9 è x2 + (y − 3)2 = 4?
6.25 Íàïèñàòü óðàâíåíèå îáùèõ êàñàòåëüíûõ äâóõ îêðóæíîñòåé:

(x− 2)2 + (y − 1)2 = 1 è (x + 2)2 + (y + 1)2 = 9.

6.26 Íàéòè äëèíû êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ ê îêðóæíîñòè x2 + y2 −
10x + 2y + 10 = 0 èç ñëåäóþùèõ òî÷åê: 1)A(0;−1), 2)B(1;−1).
6.27 Íàéòè óðàâíåíèå ðàäèêàëüíîé îñè ñëåäóþùèõ îêðóæíîñòåé:
1) x2 + y2 − 6x− 4y + 9 = 0 è x2 + y2 − 2x + 10y + 25 = 0,
2) x2 + (y − 1)2 = 5 è (x + 2)2 + (y + 1)2 = 4.
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�7 Ýëëèïñ, ãèïåðáîëà, ïàðàáîëà.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè.
Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà èìååò âèä:

x2

a2
+

y2

b2
= 1.

Ïóñòü ÷èñëà a è b òàêèå, ÷òî a > b > 0. a íàçûâàþò áîëüøîé ïîëóîñüþ, à
b - ìàëîé ïîëóîñüþ. Òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (±a, 0) è (0,±b) íàçûâàþòñÿ
âåðøèíàìè ýëëèïñà; ÷èñëî c =

√
a2 − b2 - ëèíåéíûì ýêñöåíòðèñèòåòîì, à

÷èñëî e = c/a - ýêñöåíòðèñèòåòîì. Òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (±c, 0) íûçûâàþòñÿ
ôîêóñàìè ýëëèïñà. Ïðÿìûå x = ±a/e íûçûâàþòñÿ äèðåêòðèñàìè ýëëèïñà.

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû èìååò âèä:

x2

a2
− y2

b2
= 1.

Áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî ÷èñëà a è b - ïîëîæèòåëüíû. ×èñëî a íàçûâàþò äåéñòâèòåëüíîé
ïîëóîñüþ, à b - ìíèìîé ïîëóîñüþ. Òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (±a, 0) íàçûâàþòñÿ
âåðøèíàìè ãèïåðáîëû; ÷èñëî c =

√
a2 + b2 - ëèíåéíûì ýêñöåíòðèñèòåòîì,

à ÷èñëî e = c/a - ýêñöåíòðèñèòåòîì. Òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (±c, 0) íûçûâàþòñÿ
ôîêóñàìè ãèïåðáîëû. Ïðÿìûå x = ±a

e
íûçûâàþòñÿ äèðåêòðèñàìè ãèïåðáîëû.

Ïðÿìûå y = ± b
a
x íàçûâàþòñÿ àñèìïòîòàìè ãèïåðáîëû.

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû èìååò âèä:

y2 = 2px,

ãäå êîýôôèöèåíò p íå ðàâåí íóëþ. ×èñëî p íàçûâàþò ôîêàëüíûì ïàðàìåòðîì
ïàðàáîëû. Òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè: (0, 0) íàçûâàþò âåðøèíîé ïàðàáîëû,
òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè: (p/2, 0) íûçûâàþò ôîêóñîì ïàðàáîëû. Ïðÿìóþ
x = −p/2 íûçûâàþò äèðåêòðèñîé ïàðàáîëû.

7.1 Íàïèñàòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà, åñëè
1) ïîëóîñè åãî ðàâíû 4 è 2;
2) ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñàìè ðàâíî 6 è áîëüøàÿ ïîëóîñü ðàâíà 5;
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3) áîëüøàÿ ïîëóîñü ðàâíà 10 è ýêñöåíòðèñèòåò ðàâåí 0, 8;
4) ìàëàÿ ïîëóîñü ðàâíà 3 è ýêñöåíòðèñèòåò ðàâåí

√
2/2;

5) ñóììà ïîëóîñåé ðàâíà 8 è ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñàìè ðàâíî 8.
7.2 Äàíî óðàâíåíèå ýëëèïñà: 25x2 + 169y2 = 225 Âû÷èñëèòü äëèíó îñåé,
êîîðäèíàòû ôîêóñîâ è ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñà.
7.3 Íà ýëëèïñå x2

30
+ y2

24
= 1 íàéòè òî÷êó, îòñòîÿùóþ íà ðàññòîÿíèè ïÿòè

åäèíèö îò åãî ìàëîé îñè.
7.4 Ýëëèïñ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A(

√
3;−2) è B(−2

√
3; 1). Íàïèñàòü

êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà.
7.5 Íà ýëëèïñå, îäèí èç ôîêóñîâ êîòîðîãî èìååò êîîðäèíàòû (3; 0), âçÿòà
òî÷êà A(4; 2, 4). Íàéòè ðàññòîÿíèå îò ýòîé òî÷êè äî ñîîòâåòñâóþùåé
äèðåêòðèñû (ýëëèïñ çàäàí êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì).
7.6 Íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýëëèïñà x2

36
+ y2

12
= 1 è ïðÿìîé 2x−y−9 = 0.

7.7 ×åðåç ôîêóñ ýëëèïñà x2

a2 + y2

b2
= 1 ïðîâåäåíà õîðäà, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ

ê áîëüøîé îñè. Íàéòè äëèíó ýòîé õîðäû.
7.8 Âû÷èñëèòü äëèíó ñòîðîíû êâàäðàòà, âïèñàííîãî â ýëëèïñ x2

a2 + y2

b2
= 1.

7.9 Äàí ýëëèïñ x2

9
+ y2

4
= 1, íàïèñàòü óðàâíåíèå õîðäû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç

òî÷êó (1; 1) è äåëÿùåéñÿ â ýòîé òî÷êå ïîïîëàì.
7.10 Íàïèñàòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, çíàÿ, ÷òî

1) ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè ðàâíî 8, à ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñàìè
ðàâíî 10;

2) âåùåñòâåííàÿ ïîëóîñü ðàâíà 5 è âåðøèíû äåëÿò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
öåíòðîì è ôîêóñàìè ïîïîëàì;

3) âåùåñòâåííàÿ îñü ðàâíà 6 è ãèïåðáîëà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (9;−4);
4) ãèïåðáîëà ïðîõîäèò ÷åðåç äâå òî÷êè: (−5; 2) è (2

√
5;
√

2).
7.11Íàïèñàòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, èìåþùåé îáùèå ôîêóñû
ñ ýëëèïñîì x2

49
+ y2

24
= 1, åñëè åå ýêñöåíòðèñèòåò e = 1, 25.

7.12 Íàïèñàòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, åñëè îíà ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êó (12; 3

√
3) è åå àñèìïòîòàìè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå y = ±0, 5x.

7.13 Íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãèïåðáîëû x2

90
− y2

36
= 1 ñ ïðÿìîé 2x + y −

18 = 0.
7.14 Äàíà ãèïåðáîëà 9x2−16y2 = 576. Íàéòè óðàâíåíèå äèàìåòðà, äëèíà
êîòîðîãî ðàâíà 20.
7.15 Äàíà ãèïåðáîëà x2

4
−y2 = 1, íàïèñàòü óðàâíåíèå õîðäû, ïðîõîäÿùåé

÷åðåç òî÷êó (3;−1) è äåëÿùåéñÿ â ýòîé òî÷êå ïîïîëàì.
7.16 Íàïèñàòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû, çíàÿ, ÷òî

1) ðàññòîÿíèå îò ôîêóñà äèðåêòðèñû ðàâíî 8;
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2) ôîêóñ èìååò êîîðäèíàòû (5, 0);
3) ïàðàáîëà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (1;−4);

7.17Íà ïàðàáîëå y2 = 8x íàéòè òî÷êó, ôîêàëüíûé ðàäèóñ âåêòîð êîòîðîé
ðàâåí 20.
7.18 Íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëû y2 = 18x ñ ïðÿìîé 6x+y−6 = 0.
7.19 Íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëû y2 = 12x ñ ýëëèïñîì x2

25
+ y2

16
= 1.

7.20 Äàíà ïàðàáîëà y2 = 4x, íàïèñàòü óðàâíåíèå õîðäû, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó (2; 1) è äåëÿùåéñÿ â ýòîé òî÷êå ïîïîëàì.
7.21 Èñïîëüçóÿ ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïîêàçàòü, ÷òî
ñëåäóþùèå êðèâûå ÿâëÿþòñÿ ýëëèïñàìè è íàïèñàòü èõ êàíîíè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ â íîâûõ êîîðäèíàòàõ:
1) x2 + 2y2 − 2x + 6y − 6 = 0,
2) 2x2 + 4y2 + 4x− 8y − 12 = 0,
3) 6x2 + 2y2 + 18x− 8y = 0.
7.22 Èñïîëüçóÿ ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïîêàçàòü, ÷òî
ñëåäóþùèå êðèâûå ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëàìè è íàïèñàòü èõ êàíîíè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ â íîâûõ êîîðäèíàòàõ:
1) x2 − 4y2 − 12x + 8y − 7 = 0,
2) 5x2 − 6y2 + 10x− 12y − 5 = 0,
3) 6x2 − 2y2 + 12x + 4y = 0.
7.23 Èñïîëüçóÿ ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïîêàçàòü, ÷òî
ñëåäóþùèå êðèâûå ÿâëÿþòñÿ ïàðàáîëàìè, íàïèñàòü èõ êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
â íîâûõ êîîðäèíàòàõ.
1) y2 − 12x + 2y − 3 = 0,
2) 4y2 + 4x− 8y − 1 = 0,
3) x2 − 6x− 4y + 29 = 0.
7.24 Èñïîëüçóÿ ïîâîðîò îñåé êîîðäèíàò íà íóæíûé óãîë, ïîêàçàòü, ÷òî
ñëåäóþùàÿ êðèâàÿ: xy = 1 ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëîé è íàïèñàòü åå êàíîíè÷åñêîå
óðàâíåíèå â íîâûõ êîîðäèíàòàõ. Îòíîñèòåëüíî ñòàðîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû åå âåðøèí è óðàâíåíèå âåùåñòâåííîé îñè.
7.25Èñïîëüçóÿ ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïðèâåñòè óðàâíåíèÿ
êðèâûõ ê óðàâíåíèÿì, íå ñîäåðæàùèì íåèçâåñòíûå â ïåðâîé ñòåïåíè:
1) x2 + 3xy + 4y2 − 12x + 8y − 3 = 0,
2) 5x2 − 7xy + 4y2 + 10x− 12y − 11 = 0.
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�8 Êàñàòåëüíàÿ ê ýëëèïñó, ãèïåðáîëå, ïàðàáîëà. Ïîëÿðíûå
óðàâíåíèÿ ýëëèïñà, ãèïåðáîëû, ïàðàáîëû.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè.
Ïóñòü òî÷êà M(x0, y0) ëåæèò íà ýëëèïñå, êîòîðûé çàäàí êàíîíè÷åñêèì
óðàâíåíèåì:

x2

a2
+

y2

b2
= 1.

Òîãäà óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ýëëèïñó â òî÷êå M èìååò âèä:
xx0

a2
+

yy0

b2
= 1.

Ïóñòü òî÷êà M(x0, y0) ëåæèò íà ãèïåðáîëå, êîòîðàÿ çàäàíà êàíîíè÷åñêèì
óðàâíåíèåì:

x2

a2
− y2

b2
= 1.

Òîãäà óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãèïåðáîëå â òî÷êå M èìååò âèä:
xx0

a2
− yy0

b2
= 1.

Ïóñòü òî÷êà M(x0, y0) ëåæèò íà ïàðàáîëå, êîòîðàÿ çàäàíà êàíîíè÷åñêèì
óðàâíåíèåì:

y2 = 2px.

Òîãäà óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ïàðàáîëå â òî÷êå M èìååò âèä:

yy0 = p(x + x0).

Ïóñòü ýëëèïñ, ãèïåðáîëà è ïàðàáîëà çàäàíû êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè.
Âûáåðåì ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ñëó÷àå
ýëëèïñà ïîëþñ ïîìåñòèì â ëåâûé ôîêóñ, â ñëó÷àå ãèïåðáîëû ïîëþñ ïîìåñòèì
â ïðàâûé ôîêóñ, â ñëó÷àå ïàðàáîëû ïîëþñ ïîìåñòèì â ôîêóñ; â êà÷åñòâå
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ïîëÿðíîé îñè âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ âîçüìåì îñü OX. Òîãäà ïîëÿðíîå
óðàâíåíèå ýëëèïñà, ãèïåðáîëû è ïàðàáîëû èìååò âèä:

r =
p

1− e cos(ϕ)
,

ãäå (r, ϕ) - ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû, p - ôîêàëüíûé ïàðàìåòð (äëà ýëëèïñà è
ãèïåðáîëû p = b2/a), e - ýêñöåíòðèñèòåò (äëÿ ïàðàáîëû e = 1). Îòìåòèì,
÷òî â ñëó÷àå ãèïåðáîëû çàïèñûâàåòñÿ ïîëÿðíîå óðàâíåíèå òîëüêî åå
ïðàâîé âåòâè.

8.1 Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ èç òî÷êè A(−6; 3)

ê ýëëèïñó x2

15
+ y2

9
= 1.

8.2Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê ýëëèïñó x2

30
+y2

24
= 1, ïàðàëëåëüíûõ

ïðÿìîé 2x− y + 17 = 0.
8.3Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê ýëëèïñó x2

169
+y2

25
= 1, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ

ïðÿìîé 13x + 12y − 115 = 0.
8.4 Èçâåñòíî, ÷òî ïðÿìàÿ 4x− 5y − 40 = 0 êàñàåòñÿ ýëëèïñà x2

50
+ y2

32
= 1.

Íàéòè òî÷êó ïðèêîñíîâåíèÿ.
8.5Íàéòè óðàâíåíèÿ òåõ êàñàòåëüíûõ ê ýëëèïñó 3x2+8y2 = 45, ðàññòîÿíèÿ
êîòîðûõ îò öåíòðà ýëëèïñà ðàâíû 3.
8.6 Íàéòè óðàâíåíèÿ îáùèõ êàñàòåëüíûõ ê äâóì ýëëèïñàì: x2

5
+ y2

4
= 1

è x2

4
+ y2

5
= 1.

8.7 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ãèïåðáîëû x2

5
− y2

4
= 1

â òî÷êå (5;−4).
8.8 Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ èç òî÷êè A(2; 0) ê
ãèïåðáîëå x2

8
− y2

9
= 1.

8.9Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê ãèïåðáîëå x2

15
−y2

6
= 1, ïàðàëëåëüíûõ

ïðÿìîé x + y − 7 = 0.
8.10 Íàïèñàòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãèïåðáîëå x2

9
− y2

16
= 1, êîòîðàÿ

íàõîäèëàñü áû íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò öåíòðà è îò ïðàâîãî ôîêóñà.
8.11 Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ èç òî÷êè A(5;−7)
ê ïàðàáîëå y2 = 8x.
8.12 Èçâåñòíî, ÷òî ïðÿìàÿ x + 3y + 9 = 0 êàñàåòñÿ ïàðàáîëû y2 = 4x.
Íàéòè òî÷êó ïðèêîñíîâåíèÿ.
8.13 Äàíà ïàðàáîëà y2 = 12x. Íàïèñàòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê äàííîé
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ïàðàáîëå, êîòîðàÿ îáðàçóåò óãîë π
4
ñ ïðÿìîé 4x− 2y + 9 = 0.

8.14 Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ îáùèõ êàñàòåëüíûõ ê ýëëèïñó x2

45
+ y2

20
= 1 è

ïàðàáîëå y2 = 20
3
x.

8.15 Íàïèñàòü ïîëÿðíîå óðàâíåíèå ýëëèïñà x2

50
+ y2

32
= 1, ïðèíÿâ îñü OX

çà ïîëÿðíóþ îñü è ïîìåñòèâ ïîëþñ â ëåâûé ôîêóñ.
8.16Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ àñèìïòîò è äèðåêòðèñ ãèïåðáîëû r = 2

1−√2 cos(ϕ)
.

8.17 Íàïèñàòü êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñëåäóþùèõ êðèâûõ:
1) r = 25

13−12 cos(ϕ)
;

2) r = 1
3−3 cos(ϕ)

;
3) r = 9

4−5 cos(ϕ)
;

4) r = 4√
5−cos(ϕ)

.
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�9 Âåêòîðíîå è ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå. Äâîéíîå
âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå.
Ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì óïîðÿäî÷åííîé òðîéêè âåêòîðâ ~a,~b, ~c íàçûâàåòñÿ
÷èñëî ðàâíîå îáúåìó ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ,
âçÿòîå ñî çíàêîì ïëþñ, åñëè òðîéêà ~a, ~b, ~c - ïðàâàÿ è ñî çíàêîì ìèíóñ,
åñëè òðîéêà ~a, ~b, ~c - ëåâàÿ. Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~a, ~b, ~c
îáîçíà÷èì ñèìâîëîì (~a,~b,~c). Îòìåòèì âàæíûå ñâîéñòâà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå - ôóíêöèÿ ëèíåéíàÿ ïî êàæäîìó ñâîåìó àðãóìåíòó;
ïðè öèêëè÷åñêîé çàìåíå àðãóìåíòîâ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå íå ìåíÿåòñÿ,
ïðè ïåðåìåíå ìåñò ëþáûõ äâóõ àðãóìåíòîâ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ìåíÿåò
çíàê.

Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ âåêòîðîâ ~a è ~b íàçûâàåòñÿ âåêòîð ~c ,
êîòîðûé 1) îðòîãîíàëåí âåêòîðàì ~a è ~b; 2) äëèíà åãî ÷èñëåííî ðàâíà
ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ~a è ~b; 3) òðîéêà
âåêòîðîâ ~a,~b, ~c - ïðàâàÿ. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~a è~b îáîçíà÷èì
ñèìâîëîì [~a,~b]. Îòìåòèì âàæíûå ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Âåêòîðíîå
ïðîèçâåäåíèå - ôóíêöèÿ ëèíåéíàÿ ïî êàæäîìó àðãóìåíòó, ïðè ïåðåñòàíîâêå
àðãóìåíòîâ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìåíÿåò çíàê.

Ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà ñâÿçûâàåò âåêòîðíîå è ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå:

(~a,~b,~c) = ([~a,~b],~c).

Âûðàæåíèå âèäà [[~a,~b],~c] èëè [~a, [~b,~c]] íàçûâàåòñÿ äâîéíûì âåêòîðíûì
ïðîèçâåäåíèåì. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

[~a, [~b,~c]] = ~b(~a,~c)− ~c(~a,~b),

èç êîòîðîé ëåãêî ïîëó÷èòü òîæäåñòâî ßêîáè:

[~a, [~b,~c]] + [~b, [~c,~a]] + [~c, [~a,~b]] = ~0.

Åñëè âåêòîðû ~a, ~b, ~c çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè îòíîñèòåëüíî ïðàâîãî
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îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà {~i,~j,~k}: ~a(x1; y1; z1), ~b(x2; y2; z2), ~c(x3; y3; z3),
òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ âåêòîðíîãî è ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ
â êîîðäèíàòàõ:

[~a,~b] =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
x1 y1 z1

x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣
, (~a,~b,~c) =

∣∣∣∣∣∣

x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣
.

9.1 Âû÷èñëèòü ñèíóñ óãëà, ìåæäó âåêòîðàìè:
a) ~a(2;−2; 1) è ~b(2; 3; 6),
b) ~a(3;−1; 0) è ~b(4; 5;−6).
9.2 Äàíû òî÷êè: A(1; 2; 0), B(3; 0;−3), C(5; 2; 6). Âû÷èñëèòü ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà ABC.
9.3 Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà: A(1;−1; 2), B(5,−6, 2), C(1, 3 − 1).
Âû÷èñëèòü äëèíó åãî âûñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû B íà ñòîðîíó AC.
9.4 Íàéòè âåêòîð ~x, çíàÿ, ÷òî îí îðòîãîíàëåí âåêòîðàì ~a(2;−3; 1) è
~b(1;−2; 3) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: (~x,~i + 2~j − 7~k) = 10.
9.5 Äàíû òðè âåêòîðà: ~a(1;−1; 3), ~b(−2; 2; 1), ~c(3;−2; 5).
Âû÷èñëèòü (~a,~b,~c).
9.6 Óñòàíîâèòü, êîìïëàíàðíû ëè âåêòîðû:

1) ~a(2; 3;−1), ~b(1;−1; 3), ~c(1; 9;−11);
2) ~a(3;−2; 1), ~b(2; 1; 2), ~c(3;−1;−2);
3) ~a(2;−1; 2), ~b(1; 2;−3), ~c(3;−4; 7).

9.7 Ïðîâåðèòü, ëåæàò ëè ÷åòûðå òî÷êè A(1; 2− 1), B(0; 1; 5), C(−1; 2; 1),
D(2; 1; 3) â îäíîé ïëîñêîñòè.
9.8Äàíû âåðøèíû òåòðàýäðà: A(2;−1; 1), B(5; 5; 4), C(3; 2;−1), D(4; 1; 3).
Âû÷èñëèòü åãî îáúåì.
9.9 Äàíû âåðøèíû òåòðàýäðà: A(2; 3; 1), B(4; 1;−2), C(6; 3; 7),
D(−5;−4; 8). Íàéòè äëèíó åãî âûñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû D.
9.10 Îáúåì òåòðàýäðà ðàâåí 5 , òðè åãî âåðøèíû íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ:
A(2; 1−1), B(3; 0; 1), C(2;−1; 3). Íàéòè êîîðäèíàòû ÷åòâåðòîé âåðøèíû,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíà ëåæèò íà îñè OY .
9.11 Äàíû âåêòîðû: ~a(2;−3; 1), ~b(−3; 1; 2) è ~c(1; 2; 3). Âû÷èñëèòü [[~a,~b],~c]

è [~a, [~b,~c]].
9.12Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà: A(2;−1;−3), B(1; 2;−4), C(3;−1;−2).
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Èñïîëüçóÿ äâîéíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå, âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû âåêòîðà
~h, êîëëèíåàðíîãî ñ åãî âûñîòîé, îïóùåííîé èç âeðøèíû A íà ïðîòèâîïîëîæíóþ
ñòîðîíó, åñëè âåêòîð ~h îáðàçóåò ñ îñüþ OY òóïîé óãîë è |~h| = 2

√
34.

9.13 Äîêàçàòü òîæäåñòâà:
1) ([~a,~b], [~c, ~d]) = (~a,~c)(~b, ~d)− (~a, ~d)(~b,~c);
2) ([~a,~b], [~c, ~d]) + ([~a,~c], [~d,~b]) + ([~a, ~d], [~b,~c]) = 0;
3) [[~a,~b], [~c, ~d]] = (~a,~b, ~d)~c− (~a,~b,~c)~d;
4) ([~a,~b], [~b,~c], [~c,~a]) = (~a,~b,~c)2;
5) [~a, [~b, [~c, ~d]]] = (~b, ~d)[~a,~c]− (~b,~c)[~a, ~d];
6) [~a, [~b, [~c, ~d]]] = (~a,~c, ~d)~b− (~a,~b)[~c, ~d].

9.14 Òðè íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðà ~a, ~b, ~c îòëîæåíû îò îáùåé òî÷êè.
Äîêàçàòü, ÷òî ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç êîíöû ýòèõ âåêòîðîâ, ïåðïåíäèêóëÿðíà
ê âåêòîðó [~a,~b] + [~b,~c] + [~c,~a].
9.15Äàí ïàðàëëåëåïèïåä ABCDA1B1C1D1. Èçâåñòíû êîîðäèíàòû ÷åòûðåõ
åãî âåðøèí: A(0; 0; 0), B(1;−1; 0), D(2; 5; 0), A1(−4;−3; 8). Èñïîëüçóÿ âåêòîðíîå
è ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå, íàéòè óãîë ìåæäó âûñîòîé ïàðàëëåëåïèïåäà,
ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû A1 è ðåáðîì A1A.
9.16Êàæäîé ãðàíè òåòðàýäðà ñîïîñòàâèì îðòîãîíàëüíûé åé âåêòîð, êîòîðûé
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì: 1) åñëè âåêòîð îòëîæèòü îò òî÷êè
ãðàíè, êîòîðîé îí ñîïîñòàâëåí, òî îí ëåæèò âíå òåòðàýäðà; 2) äëèíà
âåêòîðà ÷èñëåííî ðàâíà ïëîùàäè ãðàíè, êîòîðîé îí ñîïîñòàâëåí. Èñïîëüçóÿ
âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå, äîêàçàòü, ÷òî ñóììà ÷åòûðåõ ïîëó÷åííûõ âåêòîðîâ
ðàâíà íóëþ.
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�10 Ïëîñêîñòè è ïðÿìûå â ïðîñòðàíñòâå.
Îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè èìååò âèä: ax + by + cz + d = 0, ãäå a, b, c, d
- âåùåñòâåííûå êîíñòàíòû.

Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
(x0; y0; z0) è ïàðàëëåëüíîé äâóì íåêîëëèíåàðíûì âåêòîðàì ~a(a1; a2; a3) è
~b(b1; b2; b3), èìåþò âèä: 




x = x0 + a1u + b1v,
y = y0 + a2u + b2v,
z = z0 + a3u + b3v;

ãäå u è v - ïàðàìåòðû, ïðîáåãàþùèå ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Óðàâíåíèå òîé æå ïëîñêîñòè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:∣∣∣∣∣∣

x− x0 y − y0 z − z0

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Ïóñòü äàíû äâå ïëîñêîñòè: a1x+b1y+c1z+d1 = 0 è a2x+b2y+c2z+d2 = 0.
Ðàññìîòðèì ìàòðèöû:

M =

(
a1 b1 c1

a2 b2 c2

)
, N =

(
a1 b1 c1 d1

a2 b2 c2 d2

)

Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.
a) rang(N)=1. Â ýòîì ñëó÷àå ïëîñêîñòè ñîâïàäàþò, è èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:





a2 = λa1,
b2 = λb1,
c2 = λc1,
d2 = λd1

äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî λ.
b) rang(M)=1 è rang(N)=2. Â ýòîì ñëó÷àå ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíû, è
èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ: 




a2 = λa1,
b2 = λb1,
c2 = λc1,
d2 6= λd1
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äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî λ.
ñ) rang(M)=2. Â ýòîì ñëó÷àå ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ.

Ïëîñêîñòü ax + by + cz + d = 0 ïàðàëëåëüíà âåêòîðó (l; m; n), òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå: al + bm + cn = 0.

Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (x0; y0; z0)
è ïàðàëëåëüíîé âåêòîðó ~a(a1; a2; a3) èìåþò âèä:





x = x0 + a1t,
y = y0 + a2t,
z = z0 + a3t,

ãäå t - ïàðàìåòð, ïðîáåãàþùèé ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë; à êàíîíè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ èìåþò âèä:

x− x0

a1

=
y − y0

a2

=
z − z0

a3

.

Âåêòîð ~a íàçûâàþò íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé.

Ïðÿìóþ ìîæíî çàäàâàòü êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïëîñêîñòåé. Ñèñòåìà óðàâíåíèé(êàæäîå
óðàâíåíèå ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè):

{
a1x + b1y + c1z + d1 = 0,
a2x + b2y + c2z + d2 = 0

çàäàåò ïðÿìóþ, åñëè ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû (ìàòðèöû M) ðàâåí 2.

10.1 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A(3; 4;−5)

ïàðàëëåëüíî äâóì âåêòîðàì ~a(3; 1;−1) è ~b(1;−2; 1).
10.2 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A(2;−1; 3)
è B(3; 1; 2) ïàðàëëåëüíî âåêòîðó ~a(3;−1; 4).
10.3 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òðè òî÷êè:
A(3;−1; 2), B(4;−1;−1), C(2; 0; 2).
10.4 Âûÿñíèòü, ïàðàëëåëüíû ëè ñëåäóþùèå ïëîñêîñòè:

1) 3x− 4y + 7z − 1 = 0 è 6x− 8y + 14z + 13 = 0;
2) x− 3y + 5z − 11 = 0 è x + 3y + 5z + 3 = 0;
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3) x− 3y + 12 = 0 è 3x− 9y + 17 = 0.
10.5 Îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ l è m ñëåäóþùèå ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíû:

1) 2x + ly + 3z − 5 = 0 è mx− 6y − 6z + 2 = 0;
2) 3x− y + lz − 9 = 0 è 2x + my + 2z − 3 = 0;
3) mx + 3y − 2z − 1 = 0 è 2x− 5y − lz = 0.

10.6Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A(3;−2;−7)
ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè 4x− 6z + 19 = 0.
10.7 Äîêàçàòü, ÷òî òðè ïëîñêîñòè: x− 2y + z − 7 = 0, 2x + y − z + 2 = 0,
x− 3y + 2z − 11 = 0 èìåþò îäíó îáùóþ òî÷êó, è íàéòè åå êîîðäèíàòû.
10.8 Äîêàçàòü, ÷òî òðè ïëîñêîñòè: 7x+4y +7z +1 = 0, 2x−y− z +2 = 0,
x + 2y + 3z − 1 = 0 ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó ïðÿìóþ.
10.9 Äîêàçàòü, ÷òî òðè ïëîñêîñòè: 2x−y +3z−5 = 0, 3x+y +2z−1 = 0,
4x + 3y + z + 2 = 0 ïåðåñåêàþòñÿ ïî òðåì ðàçëè÷íûì ïàðàëëåëüíûì
ïðÿìûì.
10.10 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïðîõîäèò

1) ÷åðåç òî÷êó (2;−3; 3) ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè XOY ;
2) ÷åðåç òî÷êó (1;−2; 4) ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè XOZ;
3) ÷åðåç òî÷êó (−5; 2;−1) ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè Y OZ.

10.11 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïðîõîäèò
1) ÷åðåç îñü OX è òî÷êó (4;−1; 2);
2) ÷åðåç îñü OY è òî÷êó (1; 4;−3);
3) ÷åðåç îñü OZ è òî÷êó (3;−4; 7).

10.12 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïðîõîäèò
1) ÷åðåç òî÷êè (7; 2;−3) è (5; 6;−4) ïàðàëëåëüíî îñè OX;
2) ÷åðåç òî÷êè (2;−1; 1) è (3; 1; 2) ïàðàëëåëüíî îñè OY ;
3) ÷åðåç òî÷êè (3;−2; 5) è (2; 3; 1) ïàðàëëåëüíî îñè OZ.

10.13Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ, îáðàçîâàííûõ ïåðåñå÷åíèåì ïëîñêîñòè
5x− 7y + 2z − 3 = 0 ñ êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè.
10.14Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, îáðàçîâàííîé ïåðåñå÷åíèåì ïëîñêîñòè
3x−y−7z+9 = 0 ñ ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü OX è òî÷êó (3; 2; 5).
10.15 Íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé

{
2x + y − z − 3 = 0,
x + y + z − 1 = 0

ñ êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè.
10.16 Îïðåäåëèòü, ïðè êàêîì çíà÷åíèè d ïðÿìàÿ

{
2x + 3y − z + d = 0,
3x− 2y + 2z − 6 = 0
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1) ïåðåñåêàåò îñü OX;
2) ïåðåñåêàåò îñü OY ;
3) ïåðåñåêàåò îñü OZ.

10.17Íaïèñàòü êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
(3; 2; 1) ïàðàëëåëüíî

1) âåêòîðó ~a(1;−9; 5);
2) ïðÿìîé x+1

4
= y−3

−11
= z−9

7
;

3) îñè OX;
4) îñè OY ;
5) îñè OZ.

10.18 Íaïèñàòü êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå
òî÷êè: (3; 2; 1) è (0;−7;−5).
10.19 Íaïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó (−3; 8; 1) ïàðàëëåëüíî

1) âåêòîðó ~a(0;−5; 1);
2) ïðÿìîé x+11

−5
= y−7

3
= z−1

−4
;

3) îñè OX;
4) îñè OY ;
5) îñè OZ;

6) ïðÿìîé





x = −1 + 2t,
y = 18− 6t,
z = −8 + 8t.

10.20 Íaïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
äâå òî÷êè: (−13; 2; 11) è (10;−7;−15).
10.21Íaïèñàòü êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
(2; 3;−5) ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé

{
3x− y + 2z − 7 = 0,
x + 3y − 2z + 3 = 0.

10.22 Íaïèñàòü êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé
{

x− 2y + 3z − 4 = 0,
3x + 2y − 5z − 4 = 0.

10.23 Íaïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé
{

2x + 3y − z − 4 = 0,
3x− 5y + 2z + 1 = 0.
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10.24 Ïàðàëëåëüíû ëè ñëåäóþùèå ïðÿìûå:

1)
x + 2

3
=

y − 1

−2
=

z

1
è

{
x + y − z = 0,
x− y − 5z − 8 = 0;

2)





x = 5 + 2t,
y = 28− t,
z = 21 + t

è
{

x + 3y + z + 2 = 0,
x− y − 3z − 2 = 0;

3)

{
x + y − 3z + 1 = 0,
x− y + z + 3 = 0

è
{

x + 2y − 5z − 1 = 0,
x− 2y + 3z − 9 = 0?

10.25 Äàíû ïðÿìûå:

x + 2

2
=

y

−3
=

z − 1

4
è x− 3

l
=

y − 1

4
=

z − 7

2
.

Ïðè êàêîì l îíè ïåðåñåêàþòñÿ?
10.26 Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó
(−4;−5; 3) è ïåðåñåêàåò äâå ïðÿìûå:

x + 1

3
=

y + 3

−2
=

z − 2

−1
è x− 2

2
=

y + 1

3
=

z − 1

−5
.

10.27Íàïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íà
ïðÿìîé

x− 1

2
=

y + 3

4
=

z − 2

1

îòíîñèòåëüíî òî÷êè (0; 1; 2).
10.28 Íàïèñàòü êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íà
ïðÿìîé 




x = 3 + 2t,
y = 2− t,
z = 1 + t

îòíîñèòåëüíî òî÷êè (2; 0; 2).
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�11 Ïëîñêîñòè è ïðÿìûå â ïðîñòðàíñòâå (ïðîäîëæåíèå).
Ñîâîêóïíîñòü ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íåêîòîðóþ ôèêñèðîâàííóþ
ïðÿìóþ l íàçûâàåòñÿ ïó÷êîì ïëîñêîñòåé ñ îñüþ l. Åñëè ïëîñêîñòè: a1x +
b1y + c1z + d1 = 0 è a2x + b2y + c2z + d2 = 0 ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé
l, òî ìíîæåñòâî ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ïðÿìóþ l, îïèñûâàåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì:

α(a1x + b1y + c1z + d1) + β(a2x + b2y + c2z + d2) = 0,

ãäå α è β - âåùåñòâåííûå ÷èñëà îäíîâðåìåííî íå ðàâíûå íóëþ. Ïîñëåäíåå
âûðàæåíèå íàçûâàþò óðàâíåíèåì ïó÷êà.

Ñîâîêóïíîñòü ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íåêîòîðóþ ôèêñèðîâàííóþ
òî÷êó P íàçûâàåòñÿ ñâÿçêîé ïëîñêîñòåé ñ öåíòðîì P . Åñëè ïëîñêîñòè:
a1x+b1y+c1z+d1 = 0, a2x+b2y+c2z+d2 = 0 è a3x+b3y+c3z+d3 = 0 èìåþò
åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó P , òî ìíîæåñòâî ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ
÷åðåç òî÷êó P , îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

α(a1x+ b1y + c1z +d1)+β(a2x+ b2y + c2z +d2)+γ(a3x+ b3y + c3z +d3) = 0,

ãäå α, β è γ- âåùåñòâåííûå ÷èñëà îäíîâðåìåííî íå ðàâíûå íóëþ. Ïîñëåäíåå
âûðàæåíèå íàçûâàþò óðàâíåíèåì ñâÿçêè.

Ïëîñêîñòü ax + by + cz + d = 0 ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà
îòëè÷íûõ îò òî÷åê ïëîñêîñòè íà äâà ìíîæåñòâà (äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà).
Äëÿ òî÷åê îäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ax + by +
cz + d > 0, à äëÿ òî÷åê äðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà íåðàâåíñòâî ax + by +
cz + d < 0.

11.1 Îïðåäåëèòü, ëåæàò ëè òî÷êà (3; 5; 1) è íà÷àëî êîîðäèíàò ïî îäíó
èëè ðàçíûå ñòîðîíû îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè x + 2y + 3z − 7 = 0.
11.2 Âûÿñíèòü, ïåðåñåêàåò ëè ïëîñêîñòü 2x + 3y + 17z − 2 = 0 îòðåçîê ñ
âåðøèíàìè (1; 4;−3) è (2; 5; 0).
11.3 Îïðåäåëèòü, ëåæàò ëè òî÷êà (2;−1; 3) è íà÷àëî êîîðäèíàò â îäíîì
äâóãðàííîì óãëå, ñìåæíûõ èëè âåðòèêàëüíûõ äâóãðàííûõ óãëàõ, îáðàçîâàííûõ
ïðè ïåðåñå÷åíèè äâóõ ïëîñêîñòåé:
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1) 2x− y + 3z − 5 = 0 è 3x + 2y − z + 3 = 0;
2) 2x + 3y − 5z − 15 = 0 è 5x− y − 3z − 7 = 0;
3) x + 5y − z + 1 = 0 è 2x + 17y + z + 2 = 0.

11.4 Îïðåäåëèòü, ëåæèò ëè òî÷êà (3; 2;−1) âíóòðè îñòðîãî èëè òóïîãî
äâóãðàííîãî óãëà, îáðàçîâàííîãî äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè:

5x− y + z + 3 = 0 è 4x− 3y + 2z + 5 = 0.
11.5 Â ïó÷êå ïëîñêîñòåé:

2x− 3y + z − 3 + λ(x + 3y + 2z + 1) = 0

íàéòè ïëîñêîñòü (íàïèñàòü åå óðàâíåíèå), êîòîðàÿ:
1) ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (1;−2; 3);
2) ïàðàëëåëüíà îñè OX;
3) ïàðàëëåëüíà îñè OY ;
4) ïàðàëëåëüíà îñè OZ.

11.6 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ïðÿìóþ
ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïëîñêîñòåé:

3x− y + 2z + 9 = 0 è x + z − 3 = 0
1) è ÷åðåç òî÷êó (4;−2;−3);
2) ïàðàëëåëüíî îñè OX;
3) ïàðàëëåëüíî îñè OY ;
4) ïàðàëëåëüíî îñè OZ.

11.7Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïðÿìóþ ïåðåñå÷åíèÿ
äâóõ ïëîñêîñòåé: 2x− y + 3z − 5 = 0 è x + 2y − z + 2 = 0
ïàðàëëåëüíî âåêòîðó ~a(2;−1;−2).
11.8 Îïðåäåëèòü, ïðèíàäëåæèò ëè ïëîñêîñòü 5x−9y−2z +12 = 0 ïó÷êó
ïëîñêîñòåé:

α(2x− 3y + z − 5) + β(x− 2y − z − 7) = 0.

11.9 Îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ l è m ïëîñêîñòü 5x + ly + 4z + m = 0
ïðèíàäëåæèò ïó÷êó ïëîñêîñòåé:

α(3x− 7y + z − 3) + β(x− 9y − 2z + 5) = 0.

11.10 Îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ l è m ïëîñêîñòè:
2x− y + 3z − 1 = 0, x + 2y − z + m = 0 è x + ly − 6z + 10 = 0
1) èìåþò îäíó îáùóþ òî÷êó;
2) ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó ïðÿìóþ;
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3) ïåðåñåêàþòñÿ ïî òðåì ðàçëè÷íûì ïàðàëëåëüíûì ïðÿìûì.
11.11 Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà: (3; 6;−7), (−5; 2; 3) è (4;−7;−2).
Íàïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ åãî ìåäèàí.
11.12 Îïðåäåëèòü, êàê ðàñïîëîæåíû ïðÿìûå, çàäàííûå óðàâíåíèÿìè:





x = −3 + 2t,
y = −2 + 3t,
z = 6− 4t

è





x = 5 + t,
y = −1− 4t,
z = −4 + t.

11.13 Îïðåäåëèòü, êàê ðàñïîëîæåíû ïðÿìàÿ




x = −2 + 3t,
y = 1− 4t,
z = −5 + 4t

è ïëîñêîñòü 4x− 3y − 6z − 5 = 0.
11.14 Îïðåäåëèòü, êàê ðàñïîëîæåíû ïðÿìàÿ

{
5x− 3y + 2z − 5 = 0,
2x− y − z − 1 = 0

è ïëîñêîñòü 4x− 3y + 7z − 7 = 0.
11.15 Íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé

x− 1

1
=

y + 1

−2
=

z

6

è ïëîñêîñòè 2x + 3y + z − 1 = 0.
11.16Íàïèñàòü êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
(2;−4;−1) è ñåðåäèíó îòðåçêà ïðÿìîé

{
3x + 4y + 5z − 26 = 0,
3x− 3y − 2z − 5 = 0,

çàêëþ÷åííîãî ìåæäó ïëîñêîñòÿìè:
5x + 3y − 4z + 11 = 0 è 5x + 3y − 4z − 41 = 0.

11.17 Îïðåäåëèòü, ïðè êàêîì çíà÷åíèè c ïðÿìàÿ
{

3x− 2y + z + 3 = 0,
4x− 3y + 4z + 1 = 0
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ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè 2x− y + cz − 2 = 0.
11.18 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïðÿìóþ





x = 1 + 2t,
y = 2− 3t,
z = −3 + 2t

è òî÷êó (2;−2; 1).
11.19Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå ïàðàëëåëüíûå
ïðÿìûå:

x− 2

3
=

y + 1

2
=

z − 3

−2
è x− 1

3
=

y − 2

2
=

z + 3

−2
.

11.20Íàïèñàòü êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó (3;−2;−4) ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè 3x−2y−3z−7 = 0 è ïåðåñåêàåò
ïðÿìóþ

x− 2

3
=

y + 4

−2
=

z − 1

2
.

11.21Íàïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, êîòîðàÿ ïàðàëëåëüíà
ïëîñêîñòÿì:

3x + 12y − 3z − 5 = 0 è 3x− 4y + 9z + 7 = 0
è ïåðåñåêàåò ïðÿìûå:

x + 5

2
=

y − 3

−4
=

z + 1

3
è x− 3

−2
=

y + 1

3
=

z − 2

4
.

11.22 Îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a è d ïëîñêîñòè:
2x + y − z + 3 = 0, x− 3y + 5 = 0 è ax + y − 2z + d = 0

ïðèíàäëåæàò îäíîìó ïó÷êó.
11.23 Ïðîâåðèòü, ÷òî ïëîñêîñòè:

3x− 4y + 5 = 0, x− 2z + 1 = 0 è 2y − 3z − 1 = 0
ïðèíàäëåæàò îäíîìó ïó÷êó.
11.24 Â ñâÿçêå, îïåäåëÿåìîé ïëîñêîñòÿìè:

x + y − z + 2 = 0, 4x− 3y + z − 1 = 0 è 2x + y − 5 = 0
íàéòè ïëîñêîñòü:

1) ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç îñü OX;
2) ïàðàëëåëüíóþ ïëîñêîñòè XOZ;
3) ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è òî÷êó (1; 3; 2).

11.25 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íà ïëîñêîñòè
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2x− 3y + 4z + 1 = 0 îòíîñèòåëüíî
a) òî÷êè (0; 0; 0);
b) òî÷êè (1;−1; 2).
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�12 Ïëîñêîñòè è ïðÿìûå â ïðîñòðàíñòâå (ïðîäîëæåíèå).
Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü, çàäàííóþ óðàâíåíèåì ax+by+cz+d = 0. Âåêòîð,
îðòîãîíàëüíûé (íîðìàëüíûé) ê äàííîé ïëîñêîñòè, èìååò êîîðäèíàòû
(a; b; c).

Êîñèíóñ óãëà ϕ ìåæäó äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè, îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû êîòîðûõ
~a è ~b, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

cos(ϕ) =
|(~a,~b)|
|~a||~b|

.

Êîñèíóñ óãëà ϕ ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè, íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû êîòîðûõ
~m è ~n, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

cos(ϕ) =
|(~m,~n)|
|~m||~n| .

Ñèíóñ óãëà ϕ ìåæäó ïðÿìîé ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ~m è ïëîñêîñòüþ
ñ îðòîãîíàëüíûì âåêòîðîì ~a âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

sin(ϕ) =
|(~m,~a)|
|~m||~a| .

12.1 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó
A(2; 1;−1) è èìååò íîðìàëüíûé âåêòîð ~n(1;−2; 3).
12.2 Äàíû äâå òî÷êè: A(3;−1; 2) è B(4;−2;−1). Íàïèñàòü óðàâíåíèå
ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó −→AB.
12.3Îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû êàêîãî-íèáóäü íîðìàëüíîãî âåêòîðà ïëîñêîñòè
â êàæäîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

1) 3x− 5y + z − 11 = 0;
2) x− 7y + 9z − 1 = 0;
3) y + 13z + 8 = 0.
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12.4Îïðåäåëèòü, êàêèå èç ñëåäóþùèõ ïàð ïëîñêîñòåé ïåðïåíäèêóëÿðíû:
1) 3x− 5y + z − 11 = 0 è 6x− 10y + 2z + 17 = 0;
2) 2x + 3y − z − 16 = 0 è x− y − z + 12 = 0;
3) y + 3z − 1 = 0 è x− 5y + z + 4 = 0.

12.5 Îïðåäåëèòü, ïðè êàêîì çíà÷åíèè l ñëåäóþùèå ïàðû ïëîñêîñòåé
ïåðïåíäèêóëÿðíû:

1) 3x− 5y + lz − 11 = 0 è x + 3y + 2z + 17 = 0;
2) 5x + y − 3z − 16 = 0 è 2x + ly − 3z + 12 = 0;
3) 7x− 2y − z − 1 = 0 è lx + y − 3z = 0.

12.6 Íàéòè äâóãðàííûå óãëû, îáðàçîâàííûå ïåðåñå÷åíèåì ñëåäóþùèõ
ïëîñêîñòåé:

1) x−√2y + z − 9 = 0 è x +
√

2y − z + 8 = 0;
2) 3y − z − 6 = 0 è 2y + z + 2 = 0;
3) 6x + 3y − 2z − 19 = 0 è x + 2y + 6z = 0.

12.7Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò
ïåðïåíäèêóëÿðíî ê äâóì ïëîñêîñòÿì: 2x− y + 3z − 7 = 0 è x + 2y +
z − 18 = 0.
12.8 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç äâå òî÷êè
A(1;−1;−2) è B(3; 1; 1) ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïëîñêîñòè 2x−4y−6z−15 =
0.
12.9 Âû÷èñëèòü óãëû, ìåæäó êîîðäèíàòíûìè îñÿìè è íîðìàëÿìè ê ïëîñêîñòÿì:

1) x +
√

2y + z − 12 = 0;
2) x− y −√2z + 21 = 0.

12.10 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ïðÿìóþ
ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé 3x−2y+z−3 = 0 è x−2z = 0 ïåðïåíäèêóëÿðíî
ê ïëîñêîñòè 2x− 4y + 2z + 7 = 0.
12.11 Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòåé, ïðîåêòèðóþùèõ ïðÿìóþ

{
2x− y + 2z − 3 = 0,
x + 2y − z − 1 = 0

íà êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè.
12.12 Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè, ïðîåêòèðóþùåé ïðÿìóþ

{
3x + 2y − z − 1 = 0,
2x− 3y + 2z − 2 = 0
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íà ïëîñêîñòü x + 2y + 3z − 5 = 0.
12.13 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðîåêöèè ïðÿìîé

{
5x− 4y − 2z − 5 = 0,
x + 2z − 2 = 0

íà ïëîñêîñòü 2x− y + z − 1 = 0.
12.14 Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà: A(3;−1;−1), B(1; 2;−7) è
C(−5; 14;−3). Íàïèñàòü êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ áèññåêòðèñû åãî âíóòðåííåãî
óãëà ïðè âåðøèíå B.
12.15 Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà: A(2;−1;−3), B(5; 2;−7) è
C(−7; 11; 6). Íàïèñàòü êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ áèññåêòðèñû åãî âíåøíåãî
óãëà ïðè âåðøèíå A.
12.16 Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà: A(1;−2;−4), B(3; 1;−3) è
C(5; 1;−7). Íàïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âûñîòû, îïóùåííîé èç
âåðøèíû B.
12.17 Ïðîâåðèòü ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ñëåäóþùèõ ïðÿìûõ:

1)
x

1
=

y − 1

−2
=

z

3
è

{
3x + y − 5z + 1 = 0,
2x + 3y − 8z + 3 = 0;

2)





x = 1 + 2t,
y = −2 + 3t,
z = 1− 6t

è
{

2x + y − 4z + 2 = 0,
4x− y − 5z + 4 = 0;

3)

{
x + y − 3z − 1 = 0,
2x− y − 9z − 2 = 0

è
{

2x + y + 2z + 5 = 0,
2x− 2y − z + 2 = 0.

12.18 Íàéòè óãîë ìåæäó ïðÿìûìè:

x− 3

1
=

y + 2

−1
=

z√
2

è x + 2

1
=

y − 3

1
=

z + 5√
2

.

12.19 Íàéòè êîñèíóñ óãëà ìåæäó ïðÿìûìè:
{

x− y − 4z − 5 = 0,
2x + y − 2z − 4 = 0

è
{

x− 6y − 6z + 2 = 0,
2x + 2y + 9z − 1 = 0.

12.20 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
A(2;−3;−5) ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïëîñêîñòè 6x− 3y − 5z + 2 = 0.
12.21 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
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A(1;−1;−1) ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïðÿìîé x+3
2

= y−1
−3

= z+2
4
.

12.22 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
A(1;−2; 1) ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïðÿìîé

{
x− 2y + z − 3 = 0,
x + y − z + 2 = 0.

12.23Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a è b ïëîñêîñòü ax+by+3z−5 = 0 ïåðïåíäèêóëÿðíà
ê ïðÿìîé 




x = 3 + 2t,
y = 5− 3t,
z = −2− 2t.

12.24 Íàéòè óãîë

1)ìåæäó ïðÿìîé





x = −t,
y = 2− 5t,
z = 11− 8t

è ïëîñêîñòüþ 3x− y + 5z + 13 = 0;

2)ìåæäó ïðÿìîé x− 2

3
=

y + 4

−2
=

z − 7

3
è ïëîñêîñòüþ x−6y+3z+11 = 0.
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�13 Ïëîñêîñòè è ïðÿìûå â ïðîñòðàíñòâå (ïðîäîëæåíèå).
Ðàññòîÿíèå s îò òî÷êè P (x0; y0; z0) äî ïëîñêîñòè ax + by + cz + d = 0
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

s =
|ax0 + by0 + cz0 + d|√

a2 + b2 + c2
.

Ïóñòü äàíû òî÷êà P (x0; y0; z0) è ïðÿìàÿ




x = x1 + lt,
y = y1 + mt,
z = z1 + nt.

Ðàññìîòðèì âåêòîð ~a(x1 − x0; y1 − y0; z1 − z0) è íàïðàâëÿþùèé âåêòîð
ïðÿìîé~b(l; m; n). Ðàññòîÿíèå d îò äàííîé òî÷êè äî äàííîé ïðÿìîé âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå:

d =
|[~a,~b]|
|~b|

.

Ïóñòü äàíû äâå ñêðåùèâàþùèåñÿ ïðÿìûå:




x = x1 + l1t,
y = y1 + m1t,
z = z1 + n1t

è





x = x2 + l2t,
y = y2 + m2t,
z = z2 + n2t.

Ðàññìîòðèì âåêòîð ~p(x1 − x2; y1 − y2; z1 − z2) è íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû
ýòèõ ïðÿìûõ: ~a(l1; m1; n1) è ~b(l2; m2; n2). Ðàññòîÿíèå d ìåæäó äàííûìè
ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

d =
|(~a,~b, ~p)|
|[~a,~b]|

.

13.1 Íàéòè ðàññòîíèå îò òî÷êè P (−1; 1;−2) äî ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé
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÷åðåç òðè òî÷êè: A(1;−1; 1), B(−2; 1; 3), C(4;−5;−2).
13.2 Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè:

1) x− 2y − 2z − 12 = 0 è x− 2y − 2z − 6 = 0;
2) 2x− 3y + 6z − 14 = 0 è 4x− 6y + 12z + 21 = 0;
3) 2x− y + 2z + 9 = 0 è 4x− 2y + 4z − 21 = 0.

13.3 Äâå ãðàíè êóáà ëåæàò íà ïëîñêîñòÿõ 2x− 2y + z− 1 = 0 è 2x− 2y +
z + 5 = 0. Âû÷èñëèòü îáúåì ýòîãî êóáà.
13.4 Íà îñè OY íàéòè òî÷êó, îòñòîÿùóþ îò ïëîñêîñòè x+2y−2z−2 = 0
íà ðàññòîÿíèè d = 4.
13.5 Íà îñè OZ íàéòè òî÷êó ðàâíîóäàëåííóþ îò òî÷êè (1;−2; 0) è îò
ïëîñêîñòè 3x− 2y + 6z − 9 = 0.
13.6Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ äåëèò ïîïîëàì òîò äâóãðàííûé
óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè 2x − y + 2z − 3 = 0 è 3x + 2y − 6z − 1 = 0, â
êîòîðîì íàõîäèòñÿ òî÷êà (1; 2;−3).
13.7Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ äåëèò ïîïîëàì îñòðûé äâóãðàííûé
óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè 2x− 3y − 4z − 3 = 0 è 4x− 3y − 2z − 3 = 0.
13.8Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ äåëèò ïîïîëàì òóïîé äâóãðàííûé
óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè 3x− 4y − z + 5 = 0 è 4x− 3y + z + 5 = 0.
13.9Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò ïó÷êó ïëîñêîñòåé

α(x− 3y + 7z + 36) + β(2x + y − z − 15) = 0

è îòñòîèò îò íà÷àëà êîîðäèíàò íà ðàññòîÿíèè d = 3.
13.10Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò ïó÷êó ïëîñêîñòåé

α(10x− 8y − 15z + 56) + β(4x + y + 3z − 1) = 0

è îòñòîèò îò òî÷êè (3;−2;−3) íà ðàññòîÿíèè d = 7.
13.11Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò ïó÷êó ïëîñêîñòåé

α(4x + 13y − 2z − 60) + β(4x + 3y + 3z − 30) = 0

è îòñåêàåò îò êîîðäèíàòíîãî óãëà XOY òðåóãîëüíèê ïëîùàäüþ ðàâíîé
6.
13.12 Íàéòè ïðîåêöèþ òî÷êè (2;−1; 3) íà ïðÿìóþ





x = 3t,
y = −7 + 5t,
z = 2 + 2t.



50

13.13Íàéòè òî÷êó B, ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå A(4; 1; 6) îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé
{

x− y − 4z + 12 = 0,
2x + y − 2z + 3 = 0.

13.14Íàéòè òî÷êó B, ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå A(2;−5; 7) îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè P (5; 4; 6) è Q(−2;−17;−8).
13.15 Íàéòè
a) ïðîåêöèþ òî÷êè (5; 2;−1) íà ïëîñêîñòü 2x− y + 3z + 23 = 0,
b) ïðîåêöèþ òî÷êè (0; 1;−2) íà ïëîñêîñòü x− 2y + 5z + 3 = 0.
13.16 Íàéòè
a) òî÷êó ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå (1; 3;−4) îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè 3x+y−
2z = 0,
b) òî÷êó ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå (0; 1;−1) îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè x+2y−
z + 1 = 0.
13.17 Íà ïëîñêîñòè 2x− 3y +3z− 17 = 0 íàéòè òî÷êó, ñóììà ðàññòîÿíèé
îò êîòîðîé äî òî÷åê (3;−4; 7) è (−5;−14; 17) áûëà áû íàèìåíüøåé.
13.18 Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A(2; 3;−1) äî ñëåäóþùèõ ïðÿìûõ:

1)
x− 5

3
=

y

2
=

x + 25

−2
; 2)





x = 1 + t,
y = 2 + t,
z = 13 + 4t;

3)

{
2x− 2y + z + 3 = 0,
3x− 2y + 2z + 17 = 0.

13.19 Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìûå:
{

2x + 2y − z − 10 = 0,
x− y − z − 22 = 0

è x + 7

3
=

y − 5

−1
=

z − 9

4

ïàðàëëåëüíû è íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè.
13.20 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïðÿìóþ

x− 1

2
=

y + 2

−3
=

z − 2

−2

ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïëîñêîñòè 3x + 2y − z − 5 = 0.
13.21 Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè â êàæäîì èç ñëåäóþùèõ
ñëó÷àåâ:

1)
x + 7

3
=

y + 4

4
=

z + 3

−2
è x− 21

6
=

y + 5

−4
=

z − 2

−1
;
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2)





x = −4 + 2t,
y = 4− t,
z = −1− 2t

è





x = −5 + 4t,
y = 5− 3t,
z = 5− 5t;

3)
x + 5

3
=

y + 5

2
=

z − 1

−2
è





x = 9 + 6t,
y = −2t,
z = 2− t.

13.22 Íàïèñàòü êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íà
ïðÿìîé 




x = −1 + 4t,
y = 1− 3t,
z = 1− 5t

îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè x− y − 2z − 1 = 0.
13.23Íàïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íà
ïðÿìîé

x− 1

2
=

y − 4

−3
=

z + 7

2

îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè 2x− 5y − z − 1 = 0.
13.24 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íà ïëîñêîñòè
3x− 4y + z − 2 = 0 îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé

x− 5

2
=

y + 2

3
=

z − 1

−2
.

13.25 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íà ïëîñêîñòè
x + z − 4 = 0 îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé





x = −1 + t,
y = 2− t,
z = 3− 2t.
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�14 Ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà.
Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò 17 òèïîâ ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî
ïîðÿäêà. Ïðèâåäåì ñïèñîê.

1)
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 - ýëëèïñîèä,

2)
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= −1 - ìíèìûé ýëëèïñîèä,

3)
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1 - îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä,

4)
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= −1 - äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä,

5)
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 0 - êîíóñ,

6)
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 0 - ìíèìûé êîíóñ,

7)
x2

a2
+

y2

b2
= z - ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä,

8)
x2

a2
− y2

b2
= z - ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä,

9)
x2

a2
+

y2

b2
= 1 - ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð,

10)
x2

a2
− y2

b2
= 1 - ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð,

11)
x2

a2
+

y2

b2
= −1 - ìíèìûé öèëèíäð,

12)
x2

a2
− y2

b2
= 0 - ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé,

13)
x2

a2
+

y2

b2
= 0 - ïàðà ìíèìûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé,

14) y2 = 2px - ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð,

15)
x2

a2
= 1 - ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé,

16)
x2

a2
= −1 - ïàðà ìíèìûõ ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé,

17) x2 = 0 - ïàðà ñîâïàâøèõ ïëîñêîñòåé,
ãäå a, b, c - îòëè÷íûå îò íóëÿ âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå.

Óðàâíåíèå ñôåðû ñ öåíòðîì (x0; y0; z0) è ðàäèóñîì r èìååò âèä:
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(x − x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 = r2. Ïëîñêîñòü êàñàåòñÿ ñôåðû òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ñôåðû äî ïëîñêîñòè ðàâíî
ðàäèóñó ñôåðû. Ñôåðà (x − x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2 = r2 ðàçáèâàåò
ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, îòëè÷íûõ îò òî÷åê ñôåðû, íà äâà ïîäìíîæåñòâà.
Äëÿ òî÷åê îäíîãî ïîäìíîæåñòâà âïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:
(x − x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2 < r2 (âíóòðåííîñòü ñôåðû), à äëÿ òî÷åê
äðóãîãî ïîäìíîæåñòâà íåðàâåíñòâî: (x− x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2 > r2

(âíåøíîñòü ñôåðû).

14.1Èñïîëüçóÿ ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò, îïðåäåëèòü òèï è íàðèñîâàòü ñëåäóþùèå ïîâåðõíîñòè:
1) 2x2 + y2 + z2 − 4x + 6y + 8z − 1 = 0,
2) x2 − 3y2 − 4z2 − 9y − 16z − 10 = 0,
3) 5x2 + 2y2 − 6z2 − 10x + 8y − 12z + 23 = 0,
4) y2 + 4z2 − x + 4y − 16z − 3 = 0,
5) x2 − 4z2 + 2x− 3y + 24z = 0,
6) y2 + z2 − 4x− 8z + 5 = 0,
7) x2 − 2z2 + 10x− 12z + 7 = 0,
8) x2 − 6x− 3z + 3 = 0,
9) z2 + 20z − 3 = 0,
10) x2 − z2 + 4x + 4z = 0.
14.2Èñïîëüçóÿ ïîâîðîò âîêðóã ïðÿìîé ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò, îïðåäåëèòü òèï è íàðèñîâàòü ñëåäóþùèå ïîâåðõíîñòè:
1) 2xy + 3z2 − 12 = 0,
2) 5xz + 7y = 0,
3) 2(x− y)2 + 9z2 − 32 = 0,
4) 3(x− z)2 − 5y = 0.
14.3Èñïîëüçóÿ ïîâîðîò âîêðóã ïðÿìîé è ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ïðÿìîóãîëüíîé
äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, îïðåäåëèòü òèï è íàðèñîâàòü ñëåäóþùèå
ïîâåðõíîñòè:
1) 4xy + 2z2 + 8x− 8y + 4z − 12 = 0,
2) yz − 2x + 4y − 8z + 1 = 0,
3) (x− z)2 + y2 − 4x− 2y − 4z = 0,
4) (y − z)2 + 2x + 2y − 4z − 2 = 0.
14.4 Íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè 2x2+y2−z2−4x+6y+8z−1 =
0 ñ ïðÿìûìè:
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1)





x = −3 + 2t,
y = −2 + 3t,
z = 1− t,

2)
x

2
=

y − 1

3
=

z + 3

−1
.

14.5 Äîêàçàòü, ÷òî ïëîñêîñòü x − 2y + z − 2 = 0 ïåðåñåêàåò ñôåðó
x2 + y2 + z2 = 25. Íàéòè öåíòð îêðóæíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ.
14.6 Äîêàçàòü, ÷òî ïëîñêîñòü 2x + 3y + 2z − 1 = 0 ïåðåñåêàåò ñôåðó
(x− 2)2 + (y + 1)2 + z2 = 100. Íàéòè öåíòð îêðóæíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ.
14.7Êàê ðàñïîëîæåíû òî÷êè: (3; 0; 4), (3; 5; 0), (3; 4; 4), (5; 4; 6) îòíîñèòåëüíî
ñôåðû (x− 1)2 + (y + 2)2 + (z − 1)2 = 49.
14.8 Íàïèñàòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ñôåðå x2+y2+z2 = 36,
îðòîãîíàëüíîé âåêòîðó (1; 2; 3).
14.9 Íàïèñàòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ñôåðå (x− 1)2 + (y +
2)2 + (z − 1)2 = 25, îðòîãîíàëüíîé âåêòîðó (0; 2;−3).
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�15 Ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ. Öèëèíäðè÷åñêèå è êîíè÷åñêèå
ïîâåðõíîñòè.
Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå.
Îïóñêàÿ îïðåäåëåíèÿ, ïðèâåäåì çäåñü îñíîâíûå ôîðìóëû.

Ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ.
Ïóñòü â ïëîñêîñòè Y OZ äàíà êðèâàÿ ñ óðàâíåíèåì f(y, z) = 0, y > 0.
Áóäåì âðàùàòü äàííóþ êðèâóþ âîêðóã îñè OZ. Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè
âðàùåíèÿ èìååò âèä:

f(
√

x2 + y2, z) = 0.

Öèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè.
Ðàññìîòðèì öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü, íàïðàâëÿþùàÿ êîòîðîé èìååò
óðàâíåíèÿ: {

f(x, y, z) = 0,
g(x, y, z) = 0,

à îáðàçóþùèå ïàðàëëåëüíû âåêòîðó ~p(a; b; c). Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
îáðàçóþùèõ öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè èìåþò âèä:




x = x0 + at,
y = y0 + bt,
z = z0 + ct,

ãäå òî÷êà (x0; y0; z0) ëåæèò íà íàïðàâëÿþùåé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.
×òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, íóæíî èç ñèñòåìû
óðàâíåíèé: 




x = x0 + at,
y = y0 + bt,
z = z0 + ct,
f(x0, y0, z0) = 0,
g(x0, y0, z0) = 0

èñêëþ÷èòü x0, y0, z0 è t.

Êîíè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè.
Ðàññìîòðèì êîíè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü, íàïðàâëÿþùàÿ êîòîðîé èìååò óðàâíåíèÿ:{

f(x, y, z) = 0,
g(x, y, z) = 0,
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à âåðøèíà êîîðäèíàòû (x0, y0, z0). Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îáðàçóþùèõ
êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè èìåþò âèä:





x = x0 + (x̃− x0)t,
y = y0 + (ỹ − y0)t,
z = z0 + (z̃ − z0)t,

ãäå òî÷êà (x̃; ỹ; z̃) ëåæèò íà íàïðàâëÿþùåé êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. ×òîáû
ïîëó÷èòü óðàâíåíèå êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, íóæíî èç ñèñòåìû óðàâíåíèé:





x = x0 + (x̃− x0)t,
y = y0 + (ỹ − y0)t,
z = z0 + (z̃ − z0)t,
f(x̃, ỹ, z̃) = 0,
g(x̃, ỹ, z̃) = 0

èñêëþ÷èòü x̃, ỹ, z̃ è t.

15.1 Âûâåñòè óðàâíåíèÿ ñôåðû, êîíóñà, öèëèíäðà êàê óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòåé
âðàùåíèÿ. Ñôåðó, êàê ïîâåðõíîñòü, ïîëó÷åííóþ âðàùåíèåì îêðóæíîñòè:

{
y2 + z2 = r2,
x = 0

âîêðóã îñè OZ. Êîíóñ, êàê ïîâåðõíîñòü, ïîëó÷åííóþ âðàùåíèåì ïðÿìîé:
{

z = ky,
x = 0

âîêðóã îñè OZ. Öèëèíäð, êàê ïîâåðõíîñòü, ïîëó÷åííóþ âðàùåíèåì ïðÿìîé:
{

y = c,
x = 0,

ãäå c = const, âîêðóã îñè OZ.
15.2Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè (óðàâíåíèå òîðà), ïîëó÷åííîé âðàùåíèåì
îêðóæíîñòè: {

(y − y0)
2 + z2 = r2,

x = 0,
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ãäå 0 < r < y0, âîêðóã îñè OZ.
15.3Óñòàíîâèòü, êàêèå ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè
è íàðèñîâàòü ýòè ïîâåðõíîñòè:

1)
x2

25
+

y2

36
= 1, 2)

y2

16
− z2

4
= 1, 3) y2 = 12z, 4) x2+y2−z2 = 0.

15.4 Íàïèñàòü óðàâíåíèå êîíóñà, âåðøèíà êîòîðîãî íàõîäèòñÿ â íà÷àëå
êîîðäèíàò, à íàïðàâëÿþùàÿ çàäàíà óðàâíåíèÿìè:

{
x2 + y2 + (z − 5)2 = 9,
z = 4.

15.5 Íàïèñàòü óðàâíåíèå êîíóñà, âåðøèíà êîòîðîãî èìååò êîîðäèíàòû
(4; 0;−3), à íàïðàâëÿþùàÿ çàäàíà óðàâíåíèÿìè:





y2

25
+

z2

9
= 1,

x = 0.

15.6 Íàïèñàòü óðàâíåíèå êîíóñà, âåðøèíà êîòîðîãî èìååò êîîðäèíàòû
(−3; 0; 0), à íàïðàâëÿþùàÿ çàäàíà óðàâíåíèÿìè:

{
3x2 + 6y2 − z = 0,
x + y + z = 1.

15.7 Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ èç íà÷àëà
êîîðäèíàò ê ñôåðå (x− 5)2 + (y + 1)2 + z2 = 16.
15.8 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîãî êðóãîâîãî êîíóñà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç
âñå òðè êîîðäèíàòíûå îñè.
15.9 Ïðÿìàÿ x−2

3
= y

2
= z

6
âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè OX. Íàéòè óðàâíåíèå

îïèñàííîé åþ ïîâåðõíîñòè.
15.10 Íàïèñàòü óðàâíåíèå öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, íàïðàâëÿþùàÿ
êîòîðîé èìååò óðàâíåíèÿ:

{
x2 + y2 = 25,
z = 0,

à îáðàçóþùèå ïàðàëëåëüíû âåêòîðó ~a(5; 3; 2).
15.11 Íàïèñàòü óðàâíåíèå öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, íàïðàâëÿþùàÿ
êîòîðîé èìååò óðàâíåíèÿ:

{
(x− 1)2 + (y + 3)2 + (z − 2)2 = 25,
x + y − z + 2 = 0,
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à îáðàçóþùèå ïàðàëëåëüíû ïðÿìîé:
{

x = y,
z = c,

ãäå c = const.
15.12 Íàïèñàòü óðàâíåíèå öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, íàïðàâëÿþùàÿ
êîòîðîé èìååò óðàâíåíèÿ:

{
x = y2 + z2,
x = 2z,

à îáðàçóþùèå ïåðïåíäèêóëÿðíû ê ïëîñêîñòè íàïðàâëÿþùåé.
15.13 Íàïèñàòü óðàâíåíèå öèëèíäðà, îïèñàííîãî îêîëî ñôåðû x2 + y2 +
z2 = 1, çíàÿ, ÷òî åãî îáðàçóþùèå ñîñòàâëÿþò ðàâíûå óãëû ñ îñÿìè
êîîðäèíàò.
15.14 Íàéòè óãîë ìåæäó îáðàçóþùåé è îñüþ âðàùåíèÿ êîíóñà 3x2+3y2−
z2 = 0.
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�16 Ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà, çàäàííûå êàíîíè÷åñêèìè
óðàâíåíèÿìè (ïðîäîëæåíèå �14).
Íàïîìíèì óðàâíåíèÿ ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà
è ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà.

Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1

èìååò äâà ñåìåéñòâà îáðàçóþùèõ. Îáðàçóþùèå îäíîãî ñåìåéñòâà çàäàþòñÿ
óðàâíåíèÿìè: 




(
x

a
− z

c

)
m1 =

(
1− y

b

)
n1,

(
x

a
+

z

c

)
n1 =

(
1 +

y

b

)
m1,

ãäå m1 è n1 - ïîñòîÿííûå, îäíîâðåìåííî íå ðàâíûå íóëþ; à îáðàçóþùèå
âòîðîãî ñåìåéñòâà óðàâíåíèÿìè:





(
x

a
− z

c

)
m2 =

(
1 +

y

b

)
n2,

(
x

a
+

z

c

)
n2 =

(
1− y

b

)
m2,

ãäå m2 è n2 - ïîñòîÿííûå, îäíîâðåìåííî íå ðàâíûå íóëþ.

Ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä

x2

a2
− y2

b2
= z

èìååò äâà ñåìåéñòâà îáðàçóþùèõ. Îáðàçóþùèå îäíîãî ñåìåéñòâà çàäàþòñÿ
óðàâíåíèÿìè: 




(
x

a
− y

b

)
m1 = n1,

(
x

a
+

y

b

)
n1 = zm1,
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ãäå m1 è n1 - ïîñòîÿííûå, îäíîâðåìåííî íå ðàâíûå íóëþ; à îáðàçóþùèå
âòîðîãî ñåìåéñòâà óðàâíåíèÿìè:





(
x

a
− y

b

)
m2 = zn2,

(
x

a
+

y

b

)
n2 = m2,

ãäå m2 è n2 - ïîñòîÿííûå, îäíîâðåìåííî íå ðàâíûå íóëþ.

16.1 Íàéòè ïðîåêöèþ íà ïëîñêîñòü XOY ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ýëëèïñîèäà
x2

16
+ y2

4
+ z2 = 1 è ïëîñêîñòè x + 4z − 4 = 0.

16.2 Íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ

1) ïîâåðõíîñòè x2

16
+

y2

12
+

z2

4
= 1 ñ ïðÿìîé x− 4

2
=

y + 6

−3
=

z + 2

−2
;

2) ïîâåðõíîñòè x2

4
+ y2 − z2

9
= 1 ñ ïðÿìîé x− 3 = y − 1 =

z − 6

3
.

16.3 Äàí îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä x2

25
+ y2

36
− z2

16
= 1. Íàéòè óðàâíåíèÿ

ëèíèé åãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì
ïëîñêîñòÿì.
16.4 Ïî ýëëèïñó 




y2

b2
+

z2

c2
= 1,

x = 0

ñêîëüçÿò äâå âåðøèíû äðóãîãî ýëëèïñà, êîòîðûé ïåðåìåùàåòñÿ òàê, ÷òî
ïëîñêîñòü åãî îñòàåòñÿ âñå âðåìÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê îñè OY , à ñàì
îí äåôîðìèðóåòñÿ, ñîõðàíÿÿ ïîñòîÿííîå îòíîøåíèå îñåé c : a. Íàéòè
óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè, îïèñàííîé âòîðûì ýëëèïñîì.
16.5 Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî õîðä ïîâåðõíîñòè x2

25
+ y2

16
+ z2

9
= 1,

ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó (2; 1;−1) è äåëÿùèõñÿ â ýòîé òî÷êå ïîïîëàì.
16.6 Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó
(5; 1; 2) è ïåðåñåêàþùèõ ïîâåðõíîñòü x2

9
+ y2

4
−z2 = 1 ëèøü â îäíîé òî÷êå.

16.7 Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî êàñàòåëüíûõ ïðÿìûõ ê ïîâåðõíîñòè
x2

5
+ y2

3
− z2 = 1, îáðàçóþùèõ ðàâíûå óãëû ñ îñÿìè êîîðäèíàò.
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16.8 Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êàñàþùåéñÿ ïîâåðõíîñòè x2

9
+ y2 −

z2

4
= −1 â òî÷êå (−6; 2; 6).

16.9 Íàéòè óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé ýëëèïñîèäà x2

21
+ y2

6
+ z2

4
=

1, êîòîðûå ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòè 2x + 2y − 3z + 13 = 0.
16.10 Íàéòè ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå ïîâåðõíîñòè x2

9
+ y2

4
− z2

16
= 1,

ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó (6; 2; 8).
16.11 Íàéòè ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå ïîâåðõíîñòè x2

25
+ y2

9
− z2

16
= 1,

ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè 2x + 3y − 11 = 0.
16.12Íàéòè ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå ïîâåðõíîñòè x2

25
−y2

16
= z, ïðîõîäÿùèå

÷åðåç òî÷êó (10;−4; 3).
16.13Íàéòè ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå ïîâåðõíîñòè x2

16
−y2

4
= z, ïàðàëëåëüíûå

ïëîñêîñòè 3x + 2y − 4z + 13 = 0.
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�17 Îáùàÿ òåîðèÿ êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà. Òèï êðèâîé.
Àñèìïòîòè÷åñêèå íàïðàâëåíèÿ. Ïåðåñå÷åíèå êðèâîé
âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïðÿìîé. Öåíòð êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà.
Îáùåå óðàâíåíèå êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà èìååò âèä:

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x + 2a23y + a33 = 0, (1)

ãäå a11, a12, a22, a13, a23, a33 - âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå è a11, a12, a22

îäíîâðåìåííî íå ðàâíû íóëþ. Çíàê îïðåäåëèòåëÿ

∆ =

∣∣∣∣
a11 a12

a12 a22

∣∣∣∣

îïðåäåëÿåò òèï êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà (1). Åñëè ∆ > 0, òî êðèâàÿ èìååò
ýëëèïòè÷åñêèé òèï; åñëè ∆ < 0, òî êðèâàÿ èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï;
åñëè ∆ = 0, òî êðèâàÿ èìååò ïàðàáîëè÷åñêèé òèï.

Ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîð ~p(m,n) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå îòíîñèòåëüíî
êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà (1), åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

a11m
2 + 2a12mn + a22n

2 = 0.

Öåíòð ñèììåòðèè êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà (åñëè îí åñòü) íàçûâàåòñÿ åå
öåíòðîì. ×òîáû íàéòè öåíòð êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà (1), íóæíî ðåøèòü
ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

{
a11x + a12y + a13 = 0,
a12x + a22y + a23 = 0.

17.1 Íàïèñàòü óðàâíåíèå êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ñëåäóþùèå ïÿòü òî÷åê: (0; 0), (0; 2), (−1; 0), (−2; 1), (−1; 3).
17.2Íàïèñàòü óðàâíåíèå êðèâîé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êè: (0; 15), (3; 0), (5; 0), (2; 3).
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17.3 Êàê èçìåíèòñÿ óðàâíåíèå êðèâîé x2 − 4xy + 3y2 − 2x + 1 = 0, åñëè
íà÷àëî êîîðäèíàò ïåðåíåñòè â òî÷êó (−2; 6)?
17.4 Êàê èçìåíèòñÿ óðàâíåíèå êðèâîé x2 + 6x− 8y + 1 = 0, åñëè íà÷àëî
êîîðäèíàò ïåðåíåñòè â òî÷êó (−3;−1)?
17.5 Íàéòè öåíòðû ñëåäóþùèõ êðèâûõ:

1) x2 − 2xy + 2y2 − 4x− 6y + 3 = 0,
2) x2 − 2xy + y2 − 4x− 6y + 3 = 0,
3) x2 + 2xy + y2 + 2x + 2y − 4 = 0.

17.6 Óïðîñòèòü óðàâíåíèå êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà 7x2+4xy+4y2−40x−
32y + 5 = 0 çà ñ÷åò ïåðåíåñåíèÿ íà÷àëà êîîðäèíàò â öåíòð êðèâîé.
17.7 Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêèå íàïðàâëåíèÿ ñëåäóþùèõ êðèâûõ:

1) x2 + 6xy + 2y2 + 6x + 2y − 13 = 0,
2) 3x2 − 2xy + 3y2 + 4x + 4y − 41 = 0,
3) x2 − xy + y2 + x + 12y + 7 = 0.

17.8 Íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé x2 + xy + 2y2 − 7x− 12y + 10 = 0
ñ îñÿìè êîîðäèíàò.
17.9 Íàéòè äëèíó õîðäû, îòñåêàåìîé êðèâîé 2x2− 4xy +5y2− 8x+6 = 0
íà îñè OX.
17.10 Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà λ êðèâàÿ 2x2 − 3xy + y2 − 7x +
λy + 4 = 0 îòñåêàåò íà îñè OY õîðäó äëèíîé 3?
17.11 Íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé x2 − 2xy − 3y2 − 4x− 6y + 3 = 0
ñ ïðÿìûìè:

1) 5x− y − 5 = 0,
2) x + 2y + 2 = 0,
3) x + 4y − 1 = 0.
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�18 Îáùàÿ òåîðèÿ êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà. Êàñàòåëüíàÿ
ê êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà. Äèàìåòð êðèâîé âòîðîãî
ïîðÿäêà.
Ýòî çàíÿòèå ïðîäîëæàåò çàíÿòèå 17. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáùåå óðàâíåíèå
êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà (1) èç çàíÿòèÿ 17. Ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé
ê êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà, åñëè îíà ïåðåñåêàåò êðèâóþ â äâàæäû âçÿòîé
òî÷êå. Ïóñòü òî÷êà A(x0, y0) ëåæèò íà êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà (1) (ñì.
çàíÿòèå 17), òîãäà óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé (1) â òî÷êå A èìååò
âèä:

(a11x0 + a12y0 + a13)x + (a12x0 + a22y0 + a23)y + a13x0 + a23y0 + a33 = 0.

Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ñåðåäèí õîðä êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà, ïàðàëëåëüíûõ
âåêòîðó ~p, íàçûâàåòñÿ äèàìåòðîì êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà, ñîïðÿæåííûì
ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà ~p. Äèàìåòð êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà (1), ñîïðÿæåííûé
ñ íàïðàâëåíèåì ~p(m,n), èìååò óðàâíåíèå:

(a11x + a12y + a13)m + (a12x + a22y + a23)n = 0.

Äèàìåòðû íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè, åñëè êàæäûé èç ýòèõ äèàìåòðîâ
ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì ñåðåäèí õîðä ïàðàëëåëüíûõ íàïðàâëåíèþ
äðóãîãî äèàìåòðà.

18.1 Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê êðèâîé 3x2+2xy+2y2+3x−4y =
0 â åå òî÷êàõ, àáñöèññû êîòîðûõ ðàâíû −2.
18.2 Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê êðèâîé 3x2 + 7xy + 5y2 + 4x +
5y + 1 = 0, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.
18.3 Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê êðèâîé 2x2 − 4xy + y2 − 2x +
6y − 3 = 0, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó (3; 4).
18.4Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê êðèâîé 2x2+xy+y2+2x+3y−3 =
0, ïàðàëëåëüíûõ îñè OX.
18.5Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê êðèâîé 2x2+xy+y2+2x+3y−3 =
0, ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìîé 3x+ 3y− 17 = 0, è íàéòè òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ.
18.6 Íàïèñàòü óðàâíåíèå êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
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íà÷àëî êîîðäèíàò è êàñàþùåéñÿ ïðÿìîé 4x + 3y + 2 = 0 â òî÷êå (1;−2)
è ïðÿìîé x− y − 1 = 0 â òî÷êå (0;−1).
18.7 Äàíà êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà: 3x2 − 2xy + 3y2 + 4x + 4y − 4 = 0.
Íàïèñàòü óðàâíåíèå äèàìåòðà äàííîé êðèâîé, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êó
(1;−2), è äèàìåòðà åìó ñîïðÿæåííîãî.
18.8 Äàíà êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà: 3x2 + 2xy + 2y2 + 3x − 4y = 0 è
îäèí èç åå äèàìåòðîâ x + 2y − 2 = 0. Íàïèñàòü óðàâíåíèå äèàìåòðà åìó
ñîïðÿæåííîãî.
18.9 Äàíà êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà: 2x2 +4xy+5y2−8x+6 = 0. Íàïèñàòü
óðàâíåíèå äèàìåòðà, ïàðàëëåëüíîãî ïðÿìîé 2x− y + 5 = 0.
18.10 Äàíà êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà: 5x2 − 3xy + y2 − 3x + 2y − 5 =
0. Íàïèñàòü óðàâíåíèå äèàìåòðà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç ñåðåäèíó õîðäû,
îòñåêàåìîé ýòîé êðèâîé íà ïðÿìîé x− 2y − 1 = 0.
18.11 Íàéòè óðàâíåíèå äèàìåòðà êðèâîé 6x2−xy−2y2+4y = 0, êîòîðûé
îáðàçóåò óãîë 45◦ ñ îñüþ OX.
18.12Íàéòè óðàâíåíèÿ äèàìåòðîâ êðèâîé 3x2−6xy+5y2−4x−6y+10 = 0,
êîòîðûå îáðàçóþò ìåæäó ñîáîé óãîë â 45◦.
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Îòâåòû
1.3 −→

AP
(

k
k+1

, 1
k+1

)
, −−→

PB
(

1
k+1

,− 1
k+1

)

1.4 −→
AB(2; 1), −−→

BC(−1; 1), −→
AC(1; 2), −−→

AM(1; 1)

1.6 ~c = ~a− 2~b
1.7 ~m = 2~n− ~p

1.8 −−→
AD = |AC|

|AC|+|AB|
−→
AB + |AB|

|AC|+|AB|
−→
AC

1.9 a) (0, 5; −1, 5), b) (4; 5)
2.1 −5
2.2 143
2.3 9
2.4 −1, 5
2.7 5
2.8 π

4

2.9 cos(ϕ) = 0, 8
2.10 α = 40
2.11 α = π

2
, cos(β) = 2

√
5

5
, cos(γ) =

√
5

5

2.12 |AM | = 6, |AD| = 12
√

5
5

2.14 cos(ϕ) = 5
21

2.15 (−24; 32; 30)
2.16 (−3; 3; 3)
2.17 6
2.18 5

2.20 1) π
2
, 2) π

3
, 3) cos(ϕ) =

√
2
3

3.2 (2;−4), (−1; 1), (−2; 2)
3.3 1) (1; 3), 2) (4;−3)
3.4 (1;−3), (3; 1), (−5; 7)
3.5 (2; 1) è (3; 1)
3.8 x = x′ + 3, y = y′ + 4
3.9 a) x = 1

2
x′−

√
3

2
y′, y =

√
3

2
x′+ 1

2
y′; b) x =

√
2

2
x′+

√
2

2
y′, y = −

√
2

2
x′+

√
2

2
y′

3.10 60◦

3.11 −45◦

3.12 x = −15
17

x′ − 8
17

y′ + 9, y = 8
17

x′ − 15
17

y′ − 3

3.13 (1; 9), (1 +
√

3; 1)
3.14 (2; 0), (1;−π

2
)

3.19 1) 4; 2) 13, 5
3.20 1) 1, 4; 2) 3

√
2
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3.21 1) (32;0)
4.1 A, C ëåæàò, B, D íå ëåæàò
4.2 y = 10
4.5 a) ïåðåñåêàþòñÿ, b) ïàðàëëåëüíû
4.6 2x + 3y − 7 = 0
4.7 3x + 4y − 16 = 0, 5x + 3y − 1 = 0, 2x− y − 7 = 0
4.8 7x− y + 3 = 0
4.9 a) ëåæàò, b) íå ëåæàò
4.10 a) ïðîõîäÿò, b) íå ïðîõîäÿò
4.11 a) 4x− y = 0, b) 11y− 16 = 0, c) 11x− 4 = 0, d) 17x− 40y +52 = 0
4.12 2x− y − 5 = 0
4.14 y = 0, x− 3 = 0, x− y − 6 = 0
4.16 x + 4y − 4 = 0
4.17 6x− 30y − 7 = 0
4.19 2x + y − 8 = 0, x− 3y + 10 = 0, x + 4y − 4 = 0
4.21 (2;−1)
4.22 a) 3x + 2y − 7 = 0, b) y − 2 = 0, c) x− 1 = 0, d) 4x + 3y − 10 = 0
4.23 x− y + 1 = 0
4.24 2x− 5y − 2 = 0
4.26 1) p 6= 3; 2) p = 3, q 6= 2; 3) p = 3, q = 2
4.27 m = 7

12

4.28 p = −7
4.30 âíå òðåóãîëüíèêà
5.1 1, 8
5.2 2, 5
5.3 3x− 4y − 25 = 0, 3x− 4y + 5 = 0
5.4 49
5.5 8x− 15y + 9 = 0
5.6 5
5.8 2 : 3
5.9 4
5.12 8x + 4y − 5 = 0
5.13 7x + 56y − 40 = 0
5.14 x + y + 5 = 0
5.16 a) π

4
, b) π

2

5.17 k = −5
5.18 x + 2y − 5 = 0 è x− 6y + 11 = 0
5.19 x + 4y − 3 = 0
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5.20 22x + 33y − 35 = 0, 5x− y + 3 = 0, 17x + 34y − 38 = 0
5.22 x− y = 3 = 0 (BC), 4x + 5y − 20 = 0 (AC),

3x− 12y − 1 = 0 (CH)
5.26 (10; 21)
5.27 (2; 4)
5.28 x + 7y − 6 = 0, x− y − 6 = 0, 7x + y − 10 = 0

6.3
(
x− 8

3

)2
+ y2 = 85

9

6.4 (x− 3)2 + (y − 5)2 = 25
6.5 1) (x− 3)2 + (y − 4)2 = 25, 2) òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé
6.10 1) ñ îñüþ OX (8; 0) è (0; 0); ñ îñüþ OY (0;−6) è (0; 0);

2) ñ îñüþ OX (3; 0) (êàñàíèå); ñ îñüþ OY (0; 9) è (0; 1)
6.11 x2 + (y − 2)2 = 4
6.12 (x− 2)2 + (y + 3)2 = 4 è (x + 2)2 + (y + 3)2 = 4
6.13 (x− 17)2 + (y − 17)2 = 172 è (x− 5)2 + (y − 5)2 = 25
6.14 (x− 6)2 + (y − 7)2 = 36
6.15 1) (3;−1) è (2;−2); 2) ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè â òî÷êå (−4; 6)
6.16 4x− 2y − 9 = 0
6.17 x− 2y − 5 = 0
6.18 1) y − 7x = 0 è x− y = 0, 2) 4x− 3y − 25 = 0 è 3x + 4y − 25 = 0
6.19 2x− y± = 0

6.20 (x− 3, 5)2 + (y − 3, 5)2 = 12, 5,
(
x− 13

18

)2
+

(
y − 13

18

)2
= 25

162

6.21 (5;−6)
6.22 5x + 2y − 7 = 0
6.23 x + y − 4 = 0
6.24 1) π

2

6.25 y − 2 = 0, 4x− 3y − 10 = 0, x− 1 = 0, 3x + 4y − 5 = 0
6.26 1) 3, 2) òî÷êà ëåæèò íà îêðóæíîñòè
6.27 1) 2x + 7y + 8 = 0, 2) 4x + 4y + 5 = 0
7.3 (±5;±2)

7.4 x2

15
+ y2

5
= 1

7.5 41
3

7.6 (3;−3),
(

69
13

, 21
13

)

7.7 2b2

a

7.8 2ab√
a2+b2

7.9 4x + 9y − 13 = 0
7.11 x2

16
− y2

9
= 1

7.12 x2

36
− y2

9
= 1
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7.13 (10;−2), ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ ãèïåðáîëû
7.14 9x± 4

√
34y = 0

7.15 3x− 4y − 5 = 0
7.17 (18; 12), (18;−12)
7.18 (2;−6), (0, 5; 3)
7.19

(
5
4
;
√

15
)
,

(
5
4
;−√15

)
7.20 2x− y − 3 = 0
8.1 y = 3, 12x + 7y + 51 = 0
8.2 2x− y ± 12 = 0
8.3 12x− 13y ± 169 = 0
8.4 (5; 4)
8.5 ±3x± 4y + 15 = 0
8.6 x + y ± 3 = 0, x− y ± 3 = 0
8.7 x + y = 1
8.8 3x + 2y = 6, 3x− 2y = 6
8.9 x + y ± 3 = 0
8.10 8x±√11y − 20 = 0
8.11 x + y + 2 = 0, 2x + 5y + 25 = 0
8.12 (9; −6)
8.13 3x + y + 1 = 0
8.14 x± 3y + 15 = 0
9.1 a) sin(ϕ) = 5

√
17

21

9.2 14
9.3 5
9.4 (7; 5; 1)
9.5 −7
9.6 1) äà, 2) íåò, 3) äà
9.8 3
9.9 11
9.10 (0; 8; 0), (0;−7; 0)
9.11 (−7; 14;−7), (10; 13; 19)
9.12 (−6;−8;−6)
10.1 x + 4y + 7z + 16 = 0
10.2 9x− y + 7z − 40 = 0
10.3 3x + 3y + z − 8 = 0
10.4 1) ïàðàëëåëüíû, 2) íåïàðàëëåëüíû, 3) ïàðàëëåëüíû
10.5 l = 3, m = −4; l = 3, m = −2

3
; l = −31

3
, m = −11

5

10.6 2x− 3z − 27 = 0
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10.15 (2;−1; 0),
(

4
3
; 0;−1

3

)
, (0; 2;−1)

10.16 1) d = −4, 2) d = 9, 3) d = 3
10.25 l = 3
10.26 x+4

3
= y+5

2
= z−3

−1

11.1 ïî ðàçíûå
11.2 ïåðåñåêàåò
11.3 1) â ñìåæíûõ óãëàõ, 2) â îäíîì óãëå. 3) â âåðòèêàëüíûõ óãëàõ
11.4 ò. ëåæèò âíóòðè òóïîãî óãëà
11.7 5x + 5z − 8 = 0
11.8 íå ïðèíàäëåæèò
11.9 l = −5, m = −11
11.10 1) l 6= 7; 2) l = 7, m = 3; 3) l = 7, m 6= 3
11.12 ïåðåñåêàþòñÿ
11.13 ïàðàëëåëüíû
11.14 ïðÿìàÿ ëåæèò â ïëîñêîñòè
11.15 (2;−3; 6)
11.16 x−2

2
= y+4

5
= z+1

3

11.17 c = −2
11.18 4x + 6y + 5z − 1 = 0
11.19 6x− 20y − 11z + 1 = 0
11.20 x−3

5
= y+2

−6
= z+4

9

11.21 x = −3 + 8t, y = −1− 3t, z = 2− 4t
11.22 a = 13

3
, d = 23

3

12.1 x− 2y + 3z + 3 = 0
12.2 x− y − 3z + 2 = 0
12.3 1) (3;−5; 1), 2) (1;−7; 9), 3) (0; 1; 13)
12.4 1) íåò, 2) äà, 3) íåò
12.7 7x− y − 5z = 0
12.8 4x− y − 2z − 9 = 0
12.9 1) 60◦, 45◦, 60◦; 2) 120◦, 60◦, 45◦

12.10 11x− 2y − 15z − 3 = 0
12.11 4x + 3y − 5 = 0, 5x + 3z − 7 = 0, 5x− 4y + 1 = 0
12.12 x− 8y + 5z − 3 = 0
12.14 x− 1 = y−2

−3
= x+7

−8

12.15 x−2
6

= y+1
−1

= x+3
7

12.16 x = 3 + 3t, y = 1 + 15t, z = −3 + 19t
12.18 60◦
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12.19 cos(ϕ) = 4
21

12.20 x−2
6

= y+3
−3

= z+5
−5

12.21 2x− 3y + 4z − 1 = 0
12.22 x + 2y + 3z = 0
12.23 a = −3, b = 4, 5
13.1 4
13.2 1) 2, 2) 3, 5, 3) 6, 5
13.3 8
13.5 (0; 0;−2), è (0; 0;−6 4

13
)

13.6 23x− y − 4z − 24 = 0
13.7 x− y − z − 1 = 0
13.8 x + y + 2z = 0
13.9 3x− 2y + 6z + 21 = 0, 189x + 28y + 48z − 591 = 0
13.10 2x− 3y − 6z + 19 = 0, 6x− 2y − 3z + 18 = 0
13.11 4x− 3y + 6z − 12 = 0, 12x− 49y + 38z + 84 = 0
13.12 (3;−2; 4)
13.13 (2;−3; 2)
13.14 (4; 1;−3)
13.15 a) (1; 4;−7)
13.16 a) (−5; 1; 0)
13.17 (−2;−2; 5)
13.18 1) 21, 2) 6, 3) 15
13.19 25
13.20 x− 8y − 13z + 9 = 0
13.21 1) 13, 2) 3, 3) 7
15.4 2x2 + 2y2 − z2 = 0
15.5 18y2 + 50z2 + 75xz + 225x− 450 = 0
15.6 3x2 + 123y2 + 23z2 − 18xy − 22xz + 50yz + 18x− 54y − 66z + 27 = 0
15.7 (y − 5x)2 − 10(x2 + y2 + z2) = 0
15.8 xy + xz + yz = 0
15.9 40(x− 2)2 − 9y2 − 9z2 = 0
15.10 (x− 2, 5z)2 + (y − 1, 5z)2 = 25
15.11 (x− y)2 + 3z2 − 8(x− y)− 8z − 26 = 0
15.12 (2x + z)2 − 10(2x + z) + 25y2 = 0
15.13 3[(x− z)2 + (y − z)2 − 1]− (x + y − 2z)2 = 0
16.1 x2 + 2y2 − 4x = 0
16.2 1) (2;−3; 0) è (0; 0; 2); 2) (4; 2; 9)
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16.5 288x + 225y − 400z − 1201 = 0

16.6 (x−5)2

9
+ (y−1)2

4
− (z − 2)2 = 0

16.7 2(x− z)2 + 2(x− z)(y − z) + 4(y − z)2 − 7 = 0
16.8 4x− 12y + 9z − 6 = 0
16.9 2x + 2y − 3z ± 12 = 0
16.10 x = 6+3t, y = 2, z = 8+4t; è x = 6+9t, y = 2+8t, z = 8+20t
16.13 x−2

2
= y−1

−1
= z

1
è x−4

2
= y+2

1
= z

2

17.1 3x2 + 2xy + 2y2 + 3x− 4y = 0
17.2 x2 − 8x− y + 15 = 0 è 9x2 + 6xy + y2 − 72x− 24y + 135 = 0
17.3 x2 − 4xy + 3y2 − 4y = 0
17.4 x2 − 8y = 0
17.5 1) (7; 5), 2) öåíòðà íåò, 3) ëèíèÿ öåíòðîâ: x + y + 1 = 0
17.6 7x2 + 4xy + 4y2 − 83 = 0
17.8 (5; 0), (2; 0), (0; 5), (0; 1)
17.9 l = 2
17.10 λ = ±5
17.11 1) (1; 0) è (0, 5; −2, 5), 2) íåò ò. ïåðåñå÷åíèÿ, 3) (1; 0) ïðÿìàÿ
êàñàåòñÿ êðèâîé
18.1 7x + 4y + 10 = 0 è 3x− 4y + 18 = 0
18.2 2x + 5y = 0 è 2x + y = 0
18.3 7x− 2y − 13 = 0 è x− 3 = 0
18.4 y + 4 = 0 è 3x− 4 = 0
18.6 6x2 + 3xy − y2 + 2x− y = 0
18.7 x + 2y + 3 = 0 è 7x− 5y + 2 = 0
18.8 x + 1 = 0
18.9 2x− y − 8 = 0
18.10 17x− 4y − 4 = 0
18.11 49x− 49y + 44 = 0
18.12 6x− 12y + 11 = 0 è 3x− y− 7 = 0; 2y− 5 = 0 è 3x− 3y− 2 = 0
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